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RESUME.Un ensemble de données quantitatives concernant les codiaiveau supérieures
a 100 m du bassin du Gardon est analysé a l'aide des outils derig¢ion issus de la théo-
rie de la relativité d’échelle. On y considére que la grandemalysée, ici les nombres de
points donnés par une méthode de comptage de boites, dégaiwitement de I'échelle (ici
la taille de la boite) et de la variable spatiale (ici I'altitle), et que cette dépendance est ob-
tenue comme solution d’une équation aux dérivées pawiéta échelle et en position). Un
tel cadre permet de généraliser naturellement les desoriptsimples en termes d'invariance
d’échelle (dimension fractale constante) a des descrmigtiglus élaborées relevant d'une « co-
variance d'échelle », incluant des dimensions fractalésctif’es variables et des transitions
entre régimes fractal (dépendant de I'échelle) et nontih(indépendant de I'échelle). En ce
qui concerne la dépendance en fonction de I'altitude, cetié¢hode permet de rendre compte
simplement de la variation parabolique observée pour lesetiisions fractales. De plus, deux
des trois parameétres de cette loi parabolique peuvent &terchinés par des contraintes et des
données géographiques indépendantes (celles qui fixealtilesles ou la fractalité disparait,
c'est-a-dire ou la dimension fractale des courbes de niva#eint D = 1, en particulier le
niveau de la mer Méditerranée au Wurmn —120 m). En ce qui concerne la dépendance en
fonction de I'échelle, celle-ci semble étre caractérisgseatiellement par un régime de transi-
tion entre un comportement asymptotique fractal de dinoensbnstante (aux petites échelles
géographiques, c’est-a-dire aux grandes tailles de baite)n comportement non-fractal (aux
grandes échelles géographiques, petites tailles de boite)
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ABSTRACTA set of quantitative data concerning the level curves higjten 100 m of the Gardon
basin is analysed using description tools issued from th&eselativity theory. One considers
that the quantity analysed — here the number of points obthfrom a box counting method — is
explicitly dependent on the scale — here the box size —andpdiee variable — here the altitude.
This dependence is then assumed to be solution of partisatiete equations (in terms of scale
and position). Such a framework allows one to naturally geliee the simple scale invariant
descriptions (constant fractal dimensions) to more comf$eale-covariant”’ones, including
variable fractal dimensions and transitions between atih¢scale dependent) regime and a
non-fractal regime (independent of scale). Concerningdépendence in function of altitude,
this method allows to account in a simple way for the obsepagdbolic variation of the fractal
dimensions. Moreover, two of the three parameters of thiakmic law can be determined
through independent geographic constraints and data é&hekich fix the altitude where the
fractality vanishes, i.e. where the fractal dimension afelecontours reache®r = 1, in
particular the Wurm plain level at-120 m). Concerning the dependence in functions of scale,
it seems to be mainly characterized here by a transitionmegbetween an asymptotic fractal
regime of constant fractal dimension (for small geograpsgeales, i.e. large box sizes) and a
non-fractal behavior (for large geographic scales, i.e afirhox sizes).

MOTS-CLES échelles, relativité, géographie, fractals, bassin vatsa
KEYWORDSSscales, relativity, geography, fractals, catchment basin
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1. Introduction

A la suite de travaux exploratoires de géomorphologie inéerréalisés sur le
massif karstique de la Sainte Baume (Martin, 2000.a et b)esmont Aigoual (Mar-
tin, 2004), sur le Lodévois (Martin, 2007.a) et sur les Gea@dusses (Martin, 2008) il
est apparu que I'étude de I'organisation fractale desfsafievait étre envisagée aussi,
et peut-étre surtout, dans le cadre d’'unités hydrogéonatwglyues qui ont un sens
au regard des questions de dégradation de I'énergie.

Ces unités correspondent évidemment aux bassins versgradisiels (sauf en
domaine karstique) constitués d’'une part de surfaces geisent » vers un exutoire
(quel qu'il soit : confluence, mer) et d’autre part d'un résele drainage arbores-
cent dont la fonction est d’acheminer I'eau précipitée shawr bassin (Forriez et al.
a paraitre), c’est-a-dire au niveau de la borne inférieurpatentiel de glyptogenése
matérialisée, au mieux, par I'océan mondial. Ce réseaurdiepe, traduction directe
de I'érosion linéaire, est a I'origine de I'irrégularitérpeptible du relief et cela sur
une large gamme d’échelles.

Dans ces conditions, il convenait de trouver un bassin nésal'imperméabilité
du substrat soit forte et ou I'érosion linéaire ait pu s'@eeravec vigueur, ce qui
nécessite tant une hauteur de chute notable qu’un appau d@n négligeable et une
distance ala mer, faible.

Appuyé sur le rebord sud-est du massif métamorphique desndés, entre I'Ai-
goual plus au sud et le mont Lozeére plus au nord, le bassianedsi Gardon (Gard)
est apparu comme le bon objet d’étude pour cette investigatiautant qu'il recoit
d’'importantes précipitations, en particulier a I'autoneteau printemps, et qu'il a,
comme la Céze ou I'Hérault, des sources qui sont peu élaigpeéeon niveau de base
représenté par la Méditerranée, via une confluence trés bass le Rhdne, peu en
amont de la Camargue (Fig. 1).

Cela étant, si sa partie située en amont du fossé oligocéesdh’est quasiment
développée que sur des roches de socle et est en pentedquégtie aval se déploie,
elle, au niveau des plateaux des garrigues de Nimes edleenéint composés de cal-
caires urgoniens fortement karstifiés, et selon des pemtéahdegs infiniment plus
faibles.

Ne souhaitant pas, dans ce travail, aborder la questionogdggues morpholo-
giques spécifiques des karsts, nous avons choisi de linitiee mvestigation a la
partie du bassin versant dont I'altitude est supérieurelani@e qui correspond géo-
graphiguement au sous bassin situé en amont du fossé d’Ales.

Traditionnellement, la géomorphologie a pour projet de pandre les reliefs dé-
ployés a la surface de la Terre. Pour ce faire, elle utilisgcpalement une approche
chronologique fondée sur des pas de temps qui sont soit eeslaxgiologie (géomor-
phologie structurale), soit ceux des changements climesiggéomorphologie clima-
tique) soit ceux de la cinétique des réactions chimiques gthysiques (géomorpho-
logie dynamique) voire ceux de I'histoire (dynamique aofhque, géo-archéologie).
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Figure 1. Modéle numérique du bassin versant du Gardon. L'étude corde portée
du bassin versant située en amont du fossé d’Alés (entrdliesde Ners, Anduze et
Ales et orienté NE-SW).

Sans étre totalement absente, I'approche spatiale (morginie, analyse spatiale)
est secondaire du simple fait que les causalités explesaties reliefs ne sont pas
pensées comme, explicitement, spatiales, et encore momme étant scalaires et
géométriques, mais comme étant liées aux forces analys@&goeynamique interne
(mouvement tectonique) et a celles mesurables dans le dadi® géodynamique
externe (érosion).

Par conséquent, la difficulté principale qui reste a résmedt de rendre compte
formellement, dans le cadre d’une épistémologie posié\@sréaliste, de l'irrégularité
fortvariable des reliefs, c’est-a-dire de leur logiquemétrique. Or cela passe par une
compréhension profonde des rapports scalaires confstidlatices reliefs. Celle-ci doit
donc étre géométrique et s’inscrire dans un cadre condegatapté qui est d’'une part
celui de la géométrie fractale et d’autre part celui de latiaté d’échelle (Nottale,
1993, 2011).

Cette fagon de voir les choses postule donc, qu'a c6té dessanatérielles et
efficientes explicatives des reliefs nous devons aussigpeme causalité structurelle
de nature formelle, ce qui nécessite d'une part d’expl@®rapports scalaires puis,
d’autre part de ressaisir ces situations expérimentales ldacadre d’une théorie dé-
ductive principielle.

L'exploration de notre objet d’étude ne pouvant encore ge fdirectement sur
la totalité de I'information altitudinale collectée sur mdief, nous serons amenés a
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travailler sur des coupes calculées a partir du modéle rigaeéde terrain de I'Institut
Géographique National (IGN) disponible au pas de 50 m (Big. 2
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Figure 2. Haut bassin versant du Gardon : variation, en fonction ddtifade, des
courbes de niveau calculées a partir d’'un modéle numériquiedain avec un pas
de 50 m.

Ce bassin a donc été, comme tout relief peut I'étre, décoelpé sles plans hori-
zontaux, espacés de 50 m, dont I'intersection avec le retieftituera les ensembles
étudiés que l'on appelle couramment des courbes de niveglesei, limitées a
chaque extrémité par la ligne de partage des eaux (crétgr@pluique formant inter-
fluve entre deux unités hydrologiques) et donc de longuaursl| d’'oiseau, variables
suivant I'altitude (distances plus courtes dans les maht#ites et basses que dans les
parties médianes) peuvent étre analysées dans le cadeeapproche fractale simple
(comptage de boites).

Dans des travaux antérieurs (Martin 2006, 2007.b, Martial.e2008), une telle
analyse géométrique a mis en évidence une double variagitmdimension fractale,
en fonction de l'altitude d’une part et de I'échelle ellemm&d’autre part.

Dans cet article nous poursuivrons I'analyse de ces dordiébservation dans
le cadre de I'approche relative d’échelle (Nottale 19938)9Dans celle-ci, des va-
riables caractérisant I'échelle d’observation sont idtiites de maniére explicite. La
dépendance, en fonction de ces variables d’échelle, désadifes quantités étudiées
est alors décrite par des équations aux dérivées parti€llass le cas considéré de
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double dépendance, en fonction de la positiaet de I'échellen ¢, on a donc affaire
a un double calcul différentiel e?/0x etd/d1n e (Nottale 2002)-

Les solutions de telles équations différentielles d'élehgtrmettent, pour les plus
simples d’entre elles, de retrouver un comportement frataadard auto-similaire a
dimension fractale constante (en loi de puissance). Cérmig en effet une variable
fractale, comme le nombr® compté dans un comptage de boite (ou la longueur
mesurée sur une courbe fractale, pour laquelle tout ce guw'applique aussi), la plus
simple équation différentielle possible consiste préunisét a expliciter le caractere
constant de la dimension fractale, sous la forme :

Oln N
31116 - _DF7 [1]
c'est-a-dire, 5
N
81116 __DF N7 [2]
dont la solution s’écrit :
M Pr
vem ()" 3

Dans le cas d'un comptage de boites, la variable d’échelladasille de la boite,
E=T.

Une premiéere généralisation naturelle d’'une telle équatansiste a prendre en
compte une translation possible sur la longukr, In ) ou un changementd'origine
pour le compte du nombre de boites. Ceci revient a remplases lés équations ci-
dessusV par N — Ny, c'est-a-dire a y rajouter un terme constant :

61n5:a_DFN’ [4]

aveca = DrNy. La solution s’écrit :

N_NO{H@)DF}. 5]

Elle décrit un comportement fractal (dépendant d’échallegrtaines échelles et non-
fractal (indépendant d’échelle) a d’autres, avec une itiangle I'un a I'autre régime
autour de I'échelle de transition On peut aussi pousser plus loin le développement
limité du membre de droite, sous la formel- bN + cN? + ... . Les solutions dé-
crivent alors des régimes fractals et non-fractals mesigéparés par des échelles de
transition différentes.

1. Nous adoptons ici une notation simplifiée. Strictemerfauildrait introduire une échelle de
référencel et toujours écrire la variable d’échelle cominge /) (ce qui est précisément une
manifestation de la relativité des échelles). Mais, quarest une échelle constante, celle-ci
n’intervient pas dans I'élément différentiel d’écheflén (/) qui peut donc étre écritlne.
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Une autre généralisation, particulierement appropri&esaplications en géogra-
phie, consiste a prendre en compte des équations difféllestdu second ordre. Dans
le cas le plus simple, on considére que l'invariant, au lidéird la dimension frac-
tale D, définie comme dérivée du premier ordre, est la dérivée duiéie ordre,
c’est-a-dire :

8?In N
— = A. 6
(Olne)? [6]
La solution de cette équation s’écrit, par un choix adégesitdnstantes d'intégration,
N 1 A\
In—==-A(ln=| . 7
. No 2 < . €> [ ]

L'échelle A est ici définie comme celle de I'extremum de la parabole algeatN,
comme la valeur d&V pour cet extremum. La dimension fractale effective, pottece
loi d’échelle généralisée, devient alors variable de manii@éaire en fonction du
logarithme de I'échelle :

Oln N A

Du fait de cette dépendance monotone entre la dimensiotakeaet la variable
d’échelle logarithmiquén(\/e), il est dans ce cas possible de prendre comme va-
riable principale la dimension fractale elle-méme, quesreppelleron® = 7 dans

ce nouveau role. Lintérét d’'un tel renversement est quiggagie avec les lois du
mouvementy est alors comme un « temps d’échelle i€\ /) comme une « vi-
tesse d’échelle ». On peut alors écrire une équation du eewxbrdre analogue a
I'équation de la dynamique du mouvement :

0?In N
oz - ol

La quantitéy est, par analogie, une sorte d’ « accélération d’'échellessdlution est
parabolique,

Dr =

N 1
In— ==~ 72 10
N =T [10]
et sachant que = Aln(\/e), on constate que les deux formes de cette équation du
deuxiéme ordre et leurs solutions sont équivalentes, vielddion A x v = 1.

Cette contribution a pour but de comparer les données d'adsen concernant le
bassin versant du Gardon, dont une premiére analyse a déajpéevariabilité de la
dimension fractale, a ces modéles simples de dimensiotafeacariable : transition
fractal / non-fractal et/ou accélération d’échelle.

2. Variation de la dimension fractale en fonction de I'altitude

Avant de passer a I'analyse de la variation en fonction dinBée des dimensions
fractales des courbes de niveau mesurées sur le bassint@usaardon, puis a une
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analyse couplée en échelle et position (altitude), nowssltout d’abord reprendre
I'analyse de leur simple dépendance en altitude et en tirelgges conséquences.

2.1. Méthode de comptage de boites

La méthode d’'analyse fractale utilisée est un comptage ttesbdn compte le
nombre de boites qui couvrent un ensemble de points (de dioretopologique
Dr = 0) et I'on obtient, dans le cas d'une dimension fractale amstDg, un
nombre de points

_ N (TR
N(r) = Ny ( . ) [11]
pour des boites de tailleque I'on fait varier.

Cette méthode ne distingue pas une poussiére de pointsi@asion topologique
Dr = 0) d’'une courbe (dimension topologiqlig- = 1). Cependant, pour une courbe
située dans un plan comme c’est le cas des courbes de nivalgaées ici, on s'attend
acequd < Dp < 2.

Néanmoins, la dimension fractale obtenue est en fait Vi@rieh fonction de
I'échelle (cette variation a été appelée « courbure » paMRhtin (2004)). Cette défi-
nition devient alors insuffisante, et doit étre redéfinie dmidre locale.

La dimension fractaldDg = 1 correspond a une absence de structuration en
échelles (non-fractalité) que I'on retrouve géomorphmagment sur de vastes éten-
dues dans la forme idéalisée de la plaine et bien plus loealedans les lambeaux
de surface d’aplanissement (témoins d'un ancien état pEm&pici la surface anti-
triasique) portés en altitude, et donc aux deux extrémitégraphiques des reliefs
(toutefois, ce dispositif géomorphologique n’est pas ld pessible).

2.2. Dimension fractale moyenne en fonction de l'altitude

Les analyses précédentes ont donné les résultats suivdatsn( 2006, 2007.b
Fig. 3) :
Dp = —(9.2640.74) x 1077 h? 4+ (7.9440.76) x 10~* h+ (1.128 £0.017), [12]
et
Dpa=—(1.7440.13) x 107% b2+ (1.5940.13) x 10~ h+(1.166+0.029), [13]

ou h est l'altitude en mDp la dimension fractale « moyenne » définie sur la gamme
d’échelles médiane, bz 4 la dimension fractale asymptotique aux petites échelles
(géographiques). On a rajouté ici les barres d’erreurssiies (correspondant a un
écart-typelo) sur les paramétres de I'ajustemént.

2. Nous adoptons ici et dans tout I'article la notation en asag physique ou le séparateur des
décimales est un point (9.26) et non une virgule (9,26).



Analyse du bassin versant du Gardon 275

1.35¢

1.3¢

1.25¢

1.2¢

1.15¢

1.1¢

1.05¢

0 200 400 600 800 1000

Figure 3. Comparaison des valeurs deg, mesurées sur des courbes de niveaux
successives, a leur ajustement par une fonction parabeligy (k). Les pointillés
donnent I'intervalle de confiance a 95 % de 'ajustement.

2.3. Altitudes critiques

Avec ces valeurs, on trouve que

*Dp =1pourh; = —(139 £ 45) m ethy = (996 £ 41) m, et
*Dpa = 1pourhy = —(94 + 42) m ethe = (1008 4= 39) m,

ou les barres d’erreur sont déterminées a partir de l'iatnde confiance a 95 %
(voir Fig. 3 et 4). Les valeurs dk; et hy sont donc égales pouPp et Dg4 aux
barres d’erreur prés.

On trouve finalement

hy = —(117+30) m, hy = (1002 =+ 28) m. [14]
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Figure 4. Comparaison des valeurs deg 4, mesurées sur des courbes de niveau
successives, a leur ajustement par une fonction parabelig 4 (h). Les pointillés
donnent I'intervalle de confiance a 95 % de 'ajustement.

2.4. Compréhension théorique de la loi parabolique én

A partir de ce fait, on peut « prévoir » deux des trois coeffitiales courbes pa-
raboliques ci-dessus et comprendre les relations entre ¢@efficients (ceux eh et
h? sont dans un rapport 2 entfgg et D 4).

En effet, I'hypothése de continuité, sous-jacente a I'ilgpse que la variation de
D(h) peut étre décrite par une équation différentielle en famcter, et les deux
contraintesD = 1 pourh = hy eth = hy conduisent a écrire

7(h) = D(h) — 1 = F(h)(h — h1)(h = ha). [15]
Dans le cas le plus simpldj(h) = —g/2 = cste. On a alors un modeéle du type
« gravité », ol
1 hi+h hih
D(h)_—_gh2+g(1+ 2) h+(1—g 12), [16]
2 2 2
dD hi + hs
an g ( B h) ) [17]
d’D
= (18]

dh2 =9,
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Figure 5. Ajustements d®p(h) et deDpa(h) extrapolés au-dela du domaine me-
suré 100-900 m. La dimensidpz = 1 (non-fractalité) est obtenue pour des altitudes
de -120 m et 1000 m (aux barres d’erreur prés) dans les deux cas

avech; = —120 m ethy = 1000 m.

Une autre possibilité serait que l'altitudg pour laquelle la dimension fractale
est maximale puisse étre déterminée par des argumentgipbgset géographiques.
On verra effectivement dans la suite que cette altitudeo(aude 450 m) semble étre
un invariant indépendant de I'échelle pour I'ensemble damdes. Dans ce cas la

relation s’écrit )

Cette altitude a 'avantage d'étre donnée par les coeffigienk et 2 et de ne pas
dépendre du coefficient constant. Ainsi/¥ih) = a + bh + ch?, on ahg = —b/2c.

En fonction des trois parametres physiques / géographiqués et D 4., g €st
alors donné par :
2(Dpaz — 1)

=) [20]

g:

Le dernier coefficient manquant n’est pas déterminé pourdmemt mais seule-
ment mesuré. Une telle détermination serait envisageabtiegenait possible, dans
le futur, d’avoir une estimation des dimensions fractaleximales (en fonction des
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caractéristiques des roches, de I'érosion, etc.). Uneipremastimation (provisoire)
de ces dimensions fractales donne :

* Dgmax = 1.298, @ 429 m (ajustement) et 1.311 & 400 m (données);
* Deamax = 1.529 & 457 m (ajustement) et 1.541 a 500m (données).

3. Variation de la dimension fractale pourh = cst
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Figure 6. Exemple de variation de la dimension fractale locBle = —d1ln N/d1nr
pour la courbe de niveai = 450 m en fonction de = In» (ou I'unité de la taille de
boite, correspondanta = 0, estr = 30 m). Les valeurs d® inférieures a 1 pour
Inr < 1.32 (ce qui correspond a une taille de botte= 100 m, c’est-a-dire deux fois
le pixel IGN) sont dues a un biais de petite taille.

Avant de passer a une analyse couplée de la variation de Endion fractale en
échelle et altitude, donnons un exemple de la maniére dntatlie en fonction de
I'échelle seule pour une altitude donnée. Un tel exemplel@shé en Fig. 6 pour la
courbe de niveau d’altitude = 450 m.

On voit que sa variation est forte en fonction de I'échellg@tucune valeur
constante n'est établie sur I'essentiel de I'intervallédtiielle, sauf au-dela de~ 4,
ou une dimension asymptotique constante peut étre défirgm, du’'a ces petites
échelles géographiques les fluctuations deviennent néaanmportantes. Les va-
leurs de la dimension fractale effective inférieures a 1 petites valeurs de sont
dues a un biais de petite taille de boite : la courbe n'a erdfagens qu'au-dela de
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x = Inr = 1.32, qui correspond a une taille de boftex 100 m, c’est-a-dire envi-
ron deux fois le pixel IGN. La dimension fractale atteint séewr minimale possible
Dpr = 1 pour cette échelle. Cependant, on peut montrer (par exgrapléne analyse
de données a meilleure résolution) que I'effet de ce biajEsesuit (en décroissant)
au-dela de cette échelle. Les résultats obtenus ici n’amt den de définitif en ce qui
concerne les grandes échelles géographiques. Une anétgiltéd de ce biais sort du
cadre du présent article et fera I'objet d’'une publicatigtoife, ainsi que sa correction.

=
N A O

0 1 2 3 4 5

Figure 7. Courbes quadratiques donnant la variation de la dimensiactile en
fonction de I'échellec = Inr pour chacune des 17 courbes de niveauhde 100 m
ah = 900 m (obtenues par ajustement deN (z) par un polynéme da® ordre puis
dérivation). Les unités sont telles que= Inr = 0 pourr = 30 m. Les valeurs de la
dimension fractale obtenues aux grandes échelles géogrags sont sous-estimées
en raison de I'existence d’'un biais de petite taille de bdifest la raison pour la-
quelle elles tombent artificiellement sous la valéyr = 1 pourx < 1.4).

On peut alors faire un ajustement quadratique de la dimerfsiatale variable
en fonction de I'échelle pour chacune des 17 lignes de nigéparées de 50 m, de
h =100m ah = 900 m. Pour chaque valeur de on ajustdn N (z) par un polyndme
du 3¢ ordre, puis on dérive pour obtenir la dimension fractaléakde (qui est donc
guadratique enm). Les courbes correspondantes sont données en Fig. 7.

On remarquera sur cette figure la variation systématiqua daiension fractale
sur la plus grande partie de l'intervalle d’échelles, ave@arasement sur les petites
échelles géographiques (grandes échelles physiquesuggeére I'existence d’'une
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dimension asymptotique (elle-méme variable avec I'aléticomme nous I'avons vu
précédemment).

4. Analyse couplée en échelle et altitude : ajustement polgmial

Figure 8. Valeurs mesurées de N en fonction dé: (les valeurs indiquée sont celles
de (h/50m) — 1, qui vaut de 1 & 17 pouh = 100 m &h = 900 m) et dex =
In(r/30 m) (les valeurs indiquées sont celles tér pourx = 0 ax = 5.2). Les
données ont été ré-échantillonnées pour obtenir une grfuliere enh et z. La
dimension fractale est la dérivée partielle de cette fancth N (z, h) par rapport a

x (au signe préesPp(z,h) = —9In N(x, h)/dzx). La dépendance parabolique én
est donc communela N et Dpg.

Pour tenter de rendre compte de la double variation de lardiioe fractale,
un ajustement polynomial des valeurs observées du compteodibre de boites
In N (z, h) en fonction de I'échelle = Inr et de I'altitudeh a été effectué.

Il faut aller & un ordre important em = Inr, c’est-a-dire jusqu'a l'ordre
3 dans l'ajustement ddn N, et faire intervenir des termes en®, z3h et
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x> h? pour étre a lordre 2 dans la dimension fractale qui en est da-d
vée, Dp(z,h) = —9JlnN(x,h)/0xz. On trouve en effet que les termes en
{1,h,h% x, 22, 23, ha3, h?23, k3, h*, ha} sont tous significatifs.

On obtient le résultat de la figure 9, ou la dimension fraatalelépend plus de
aux petites tailles de boite, se déforme continument vezsiépendance parabolique
et s'écrase aux grandes valeursid€e résultat apporte une nouvelle confirmation de
I'existence d’'une dimension asymptotigbg; 4 (Martin 2004).

La dimension fractale variable obtenue s’écrit :

Dp(x,h) = 0.679—0.1097 h-+0.3243 £—0.04746 2°+0.09616 h 2> —0.09943 h? 22,

[21]
ouhestenkmf = 0.12a0.9) etou, on le rappelle,est non biaisé seulement au-dela
dex = 1.32 (r = 100 m). Dans cet ajustement, sa variation est donc paraboligue e
h (voir Section 2) et em = In r (voir Section 3).

5. Analyse couplée en échelle et altitude : transition fraetl / non-fractal

L'analyse précédente met bien en évidence la double vamiaée la dimension
fractale, parabolique eh et croissante en = Inr vers une éventuelle dimension
asymptotique, mais ne permet pas de trancher entre un effeadsition fractal /
non-fractal ou un effet d’ « accélération d’échelle ». Lestments polynomiaux uti-
lisés jusqu’a maintenant présupposent une interprétatiddt du type « dynamique
d’échelle » de la variation en fonction de I'échelle, maikecei doit pouvoir étre mise
a I'épreuve, ce qui va maintenant étre fait.

Un inconvénient des données d’origines est qu’elles ontli&g@ment espacées en
h mais pas emx = Inr. Elles ont alors été interpolées de maniére a obtenir ufle gri
réguliere également dn r (de 0.1 a 5.2 par intervalles de 0.1). Ceci permet de faire
des coupes em r = cst, et d’étudier la dépendance/edans chacune de ces coupes
et sa variation d’'une échelle a la suivante. On constate §&10) que la dépendance
parabolique dén N en fonction de: se maintient quelle que soit I'échelle, d’'une ma-
niére remarquablement stable. Ce résultat corrige et aredlajustement provisoire
obtenu en Fig. 9, dans lequel celle-ci semblait disparalisegrandes échelles géo-
graphiques (petites valeurs de= Inr).

Ces 52 courbes ont été ajustées individuellement par dabqles erh,
In N(h) = a(x;) + b(z:)h + c(x;)h?, [22]

pourz; = 0.1 & 5.2, par intervalle de 0.1. Les 52 ajustements ont foursivdéeurs
numériques pour les trois coefficients:), b(z) etc(x). La variation observée de ces
valeurs en fonction de = In r est donnée Fig. 11.

Le résultat est remarquable :
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Figure 9. Ajustement de la dimension fractale en fonction de I'adt@é (en km, qui
varie de 0.1 a 0.9) et de I'échelle= In r, qui varie de 0 (correspondanta= 30 m)

a 5.5 (correspondanta = 7.34 km). La loi représentée s’écritD p(z, h) = 0.679 —
0.1097 h + 0.3243 x — 0.04746 2% + 0.09616 h 2> — 0.09943 h? z2. Elle est obtenue
par ajustement des donnéesN (z, h) (voir Fig. 8) par un polyndme de degré élevé
(voir texte) et dérivation. Les valeurs obtenues aux grarétghelles géographiques
sont sous-estimées car affectées par un biais de petite tpil n'a pas été corrigé
ici.

- Le coefficienta(z) varie réguliérement en fonction de I'échelle= In r, ce qui
justifie pour lui les ajustements polynomiaux précédents.ajiistement de(x) a
I'ordre 3 donne :

a(x) = 7.215(11)—0.674(17) z—0.173(7) 2°+0.0171(9) > (R* = 0.9999) [23]

- Mais il n’en est pas de méme des deux coefficiéqts et c(x) respectivement
en facteur dé eth?. Leur variation est typique d’un régime de transition fehénhon-
fractal. Ils montrent en effet deux régimes trés clairqy konstant, donc indépendant
de I'échelle, der = 1.32 a= 2.5 (l'intervalle 0 a 1.32 est exclu de I'analyse car
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Figure 10. Valeurs dein N en fonction déw pourz = Inr = 0.1 & 5 (coupes enr de
la figure 8). L'altitudeh est repérée par un indicgqui varie de 1 a 17 pouhk = 100

a 900 m par incrément de 50 m (i..= 50(j + 1) métres). Le caractére parabolique
de la variation deln N en fonction de I'altitudeh, quelle que soit I'échelle, appa-
rait clairement sur cette figure, ou I'amplitude de la vaiuat a été renormalisée (la
parabole s’écrase en fait aux petites échelles géograpsguoir Fig. 8).

biaisé, comme on I'a déja fait remarquer), l'autre linéaitenc correspondant a une
dimension fractale constante, dex~ 3.5 a 5.2, avec une transition continue qui les
relie.
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Figure 11. Variation en fonction dén(r/30 m) = 0.1 a 5.2 des trois coefficients de
I'ajustement parabolique de N (k). Les barres d’erreur sur chaque point sont & peu
prés constantes et valent respectivement @J18(58 ¢) et 0.57¢).

5.1. Etude séparée des deux régimes

5.1.1. Grandes échelles géographiqudar =0a 2

Dans cette zone, la dimension fractale ne dépend que dudieefti car les coef-
ficientsb etc sont constants. Elle est donc quasi indépendante de qui est logique
géomorphologiquement puisque, a ces échelles correspoandas objets et des pro-
cessus tres locaux, la dynamique fondamentale n’est plgkyfeogenése qui varie
en fonction de I'altitude, mais un ensemble de processugdition sur versants qui
varient en fonction de la lithologie, de I'exposition, duusert végétal, etc., autant
de facteurs qui sont dans le cas du haut bassin du Gardonszsebiables de bas en
haut.

La dimension fractale prend une valeur moyerihe = 1 dans cette zone :
Inr=0.1-2.2: Drp =0.986 + 0.016

Inr=05-1.9:Dp =1.005%+0.011

Ceci est en accord avec le fait que le pixel réel (IGN) estes Inr = 0.51
(r = 50 m) et que la définition d’une dimension locale correcte ngitesin intervalle
de lissage de I'ordre dA In r =~ 2 x 0.8. Ceci rend compte partiellement du fait que la
dimension fractale locale prend sa valeur minimale 1 (en fractal) enc = Inr =
1.3 (r = 100 m). On obtient dans cette zone :

In N = (7.3740.13) — (1.00£0.02) z + (10.60£0.12) b — (11.10£0.12) 12, [24]

Dy = 1.00 £ 0.02. [25]

Mais ces résultats restent soumis a caution tant que le deajetite taille n'est pas
pleinement corrigé. Cette correction conduit en fait a uaesition graduelle vers
Dpr =~ 1 (Nottale et al, en préparation).
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Le pic de cette relation parabolique estien= 477 m. Cette valeur décrit une
géométrie globale du bassin versant (qui peut étre liée &anbure au sens géo-
métrique du terme, mais aussi a ses limites) indépendanii fiactalité (puisque
Dpr = 1, ce qui correspond bien a une indépendance d’échelle).

5.1.2. Petites échelles géographiquésir = 3.1 a 5.2

Dans cette zone le comportement des trois coefficientangéstitie avec une bonne
approximation (Fig. 11 et 12), on obtient sur l'intervallé 3.2 :

In N = [(7.679 + 0.026) — (1.204 & 0.006) z] + [26]
+[(15.46 & 0.15) — (1.599 =+ 0.036) 2] h — [(16.17 £ 0.14) — (1.764 % 0.034) z] h?

c'est-a-dire
InN = (7.679 + 15.464 h — 16.170 h?) — (1.204 + 1.599 h — 1.764 h*)z  [27]

Pour la partie indépendante d’échelle de cette relatioon{gérie globale), on obtient
un pic enhy = 478 m, en tout point identique a celui du régime non fractal des
grandes échelles géographiques. Cette géométrie glahagacente est un invariant
indépendant de I'échelle (valable pour toutes les échelles

A cette approximation prés, on a une dimension fractaletaates en fonction de
I'échelle dans cette zone de petites échelles géographinaes dépendante deCes
résultats valident complétement I'introduction d’'une dimsion fractale asymptotique
par Ph. Martin (2004). On trouve :

D4 = (1.204 4 0.006) 4 (1.599 & 0.036) h — (1.764 + .034) h2,  [28]
que I'on peut factoriser sous la forme :
Dy =1+ 1.764(h +0.113)(1.020 — h). [29]
ouh est en km.

Ce résultat est remarquable, car il confirme ceux obtenudguet Dgp : les
altitudes pour lesquelle® = 1 sont(—113 + 4) m et (1020 + 27) m. Laltitude du
maximum esh, = 453 m. On obtient les mémes résultats aux barres d’erreur prés en
prenant un intervalle plus restreint= Inr = 3.4-5.2.

Pourhy = 453 m, la relation ci-dessus pour la dimension fractale asytitpte
donne une valeur maximalB, = 1.57, en excellent accord avec les estimations
obtenues dans des publications précédentes (Martin 2007.b

En ce qui concerne le terme indépendantde Inr dansln NV, il est également
parabolique et pourrait décrire une forme globale indépendent de I'échelle. On
notera que les trois relations paraboliques obtenues dardelux régimes culminent
respectivement en des valeurs proches de l'altitude dummari hg = 477 m, 478
m (géomeétrie globale) et 453 m (dimension fractale), en@caweec la Figure 10 qui
montre quéyy ne dépend pas (ou peu) de I'échelle.
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5.2. Ajustement global par une loi de transition « relative d’éehe »

Figure 12. Ajustement par moindres carrés d’'une loi de transition fehénon-fractal
(voir texte) sur les deux coefficierits) (gauche) et-¢(x) (droite) de la loiln N =
a(z) + b(z)h + c(x)h?.

La théorie de la relativité d’échelle peut maintenant étilésée pour franchir un
pas supplémentaire et comparer I'ensemble de la varia@iscakfficientd(z) etc(z)
aux types de lois d’échelle qu’elle obtient comme solutidésjuations différentielles
d’échelle. Ce ne sont alors plus seulement les comporterasytptotiques de grande
et petite échelle qu'on va éprouver, mais I'ensemble desgllsshet en particulier
I'intervalle d’échelle (qui est le plus étendu) sur lequelsoduit la transition fractal
/ non-fractal.

Nous avons vu dans l'introduction qu’une telle transitish @ crite simplement,
dans le cas ol la dépendance d’échelle est obtenue verdites paleurs de = In r,
par une équation différentielle du ty@g/0lnr = a + by. Le cas, manifesté ici,
d’une transition inverse vers la fractalité aux grandeswa dex (petites échelles
géographiques, i.e. grandes échelles physiques) s’entdésttment par une simple
inversiony — 1/y, ce qui correspond a I'élément symétrique (opposé) enithgee,
c'est-a-dire a la transformatidny — — Iny.

Ceci nous améne finalement a tenter, pour les coefficiémiset c(x), un ajuste-
ment par une loi de transition fractal / non-fractal du type

m%_—ln{u(%)a} [30]

Iny = Ingg — In (1 + ea@*m)) . [31]

c'est-a-dire, avee = Inr,

Une telle loi décrit bien une transition d’un régime fraaak grandes échelles phy-
siques (petites échelles géographiques) vers une indépead!’'échelle aux petites
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échelles physiques. En effet, quands> g, on a(r/rg)® > 1 et la loi ci-dessus
s'écrity = y; r—¢, alors que quand < g, on a(r/ro)* < 1 et doncy = yo.

Appliquée aux coefficients de la loi parabolig(e:) (en k) et c(z) (enh?), on
obtient deux ajustements (par moindres carrés) tres hautsstatistiquement signifi-
catifs (voir Fig. 12) :

b(z) = 10.693 — In{1 + ¢2023@=33801 (), — 0.9980, tsy = 103.6),  [32]

c(x) = —11.106 + In{1 4 2071 @=31621 = (), — 0.9990, tss = 163.2).  [33]

Les exposanta obtenus (qui ne sont pas ici des dimensions fractales, gilsqge
caractérisent qu’une partie de la contribution) sont pesdtun de I'autre (et de la
valeur critique 2). Les échelles de transition qui résultencet ajustement sont éga-
lement proches sur les deux coefficients= 3.16, qui correspond & ~ 630 m et

x = 3.38, qui correspond & ~ 780 m).

5.3. Ajustement global par une loi de transition : analyse compiéntaire

L'ajustement ci-dessus est incomplet, car on a présupposéefficient 1 devant
le terme en logarithme. Plut6t que d'ajuster séparémendédes coefficientd(z)
et ¢(x), il peut étre plus intéressant d’utiliser (en la validaatguasi-invariance de
I'altitude du maximum. On a vu en effet qu’on pouvait écrireedoi parabolique sous
la forme

In N = a(x) + b(x)h + c(z)h? = c(z) [h — ho(z)]> + d(z) [34]

avec o) ba)?
X X
ol@) =~y @) =ala) - 7o
L'avantage de cette approche est que les deux coefficiemtalos soumis a la méme
loi de transition (ce que suggeére leur similitude sur lesrégu

(35]

La figure 13 donne les valeurs élg en fonction der = In r. Ce résultat confirme
sa quasi-invariancelh(x) varie continument sur l'intervalle d’échelle= 0 &4 5.2
de moins de 40 m (entre 477 m et 513 m), avec une moyenhg >= 489 m. Un
ajustement quadratique de cette variation donne (en km) :

ho(z) = (0.4773 & 0.0003) + (0.00126 + 0.00002) z°. [36]

Noter qu’une interprétation plus correcte de cette vammggiourrait &tre une variation
linéaire a partir du pixel minimal effectif 100 nin(r = 1.32) pour lequelD = 1 et
une valeur constante pour les valeurs plus petités déqui ne représentent pas en fait
de l'information nouvelle). Les écarts entre ces deux primtions sont négligeables.

On peut alors comparer la fonction

b(x) = =2 ho(z) c(z) = (0.9546-+0.00252 2%)(—11.106+1In{1+exp[2.071(x—3.162)])
(37]
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Figure 13. Variation de I'altitudeh, (de 475 a 510 m) du maximum HeN, en fonc-
tion de I'échellex = Inr et ajustement de cette variation par une loi quadratique.

11

10

Figure 14. Ajustement du coefficiebtz) déduit de la loi de transition établie pour le
coefficient(z) (voir texte).

aux données. On obtient la figure 14. On constate que I'a@sidievenu meilleur que
par I'ajustement direct, en particulier aux petits ou la nouvelle fonction prévoit une
Iégére croissance effectivement observée.
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Figure 15.Tracé du modele de transition fractal / non-fractal ajuskg( 38) sur
In N(h,z),ouhvariede0.140.9kmet=1Inrde1.32¢ =110m)a5.2¢=5.44
km). A comparer aux résultats de mesures de la figure 8.

La relationln N (z, h) est donc maintenant bien ajustée par la fonction :

In N(z,h) = (7.215 - 0.6742 — 0.173 2% + 0.0171 2%) +
+(n{1 4 exp[2.071(z — 3.162)]} — 11.106) h (h — 0.9546 — 0.00252 %).  [38]

Elle est tracée en Fig. 15 et se compare favorablement awnédsrd’origine (Fig. 8).

La dimension fractale est ensuite donnée par la dérivépade cette fonction,
Dp = —0In N(x, h)/0z. Elle est tracée Fig. 16 et peut étre comparée au modele
polynomial de la figure 9. On constate une amélioration aaxdes valeurs de =
In r, le nouveau modéle rendant mieux compte de I'existenceedlimension fractale
constante asymptotique.

Cette loi peut paraitre trés complexe, mais elle est forrm@®mme on I'a vu, de
divers éléments pour lesquels on peut individuellemenisager une explication :



290 Premiéres Rencontres d’Avignon (2007-2009) autour de latR#é d’Echelle
Sous la direction de L. Nottale et Ph. Martin — ISBN : 2-9109455

Figure 16. Tracé de la dimension fractale effectiig- (x, k) ou h varie de 0.1 a2 0.9
km etz = Inr de 1.32 ¢ = 110 m) & 5.2 ¢ = 5.44 km), obtenue comme déri-
vée de I'ajustement de N (z, h) par un modeéle de transition fractal / non-fractal.
A comparer a la figure 9. Le biais de petite taille de boite hjzss pleinement cor-
rigé, si bien que les dimensions fractales restent sousiéss aux grandes échelles
géographiques.

- une contribution polynomiale a la variation de la dimendiactale en fonction
de I'échelle, obtenue en dérivant le premier tem(e) deln N(x, h). On obtient :
0.674 4 0.346z — 0.051322. Cette contribution montre une variation totale-d@.2,
passant de 1.04 en = Inr = 1.32 (r = 110 m) a un maximum de 1.26, atteint
pourz = 3.37 (ce qui est proche de I'échelle de transition fractal / n@etal sur
les autres coefficients). Elle suggeére I'existence d’unammsante de « dynamique
d’échelle » qui s'ajoute a la transition fractal / non-fal¢entre dépendance et indé-
pendance d’échelle). Néanmoins une analyse plus pousgtéengzessaire pour tran-
cher ce point, en particulier en ce qui concerne le terme ratigde—0.0513z2 qui
décrit une Iégére décroissance de la dimension fractaléadles de boite maximales
(apparente sur la Fig. 16). Celle-ci est vraisemblablermdaata un biais de fenétrage
précisément lié a cette taille maximale accessible (celleassin versant du Gardon)
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comme semblent l'indiquer des simulations faites dans i&ses conditions sur des
modeles d'objets fractals mathématiques (Nottale, engoedion).

- une loi d’échelle asymptotique en loi de puissance avexposaniy ~ 2 pour
les grandes valeurs de= Inr.

- une transition entre cette loi fractale a dimension constat une indépendance
d’échelle aux petites valeurs de= Inr. L'échelle centrale de cette transition cor-
respond a une taille de boitg = 0.63 km. La loi de transition est donnée, a une
constante pres, par la relation

o(z) = ln{l n (ﬁ)m}. [39]

- une dépendance éndonnée pah(h — 2hg) + f(x) dépendant d’'une fonction
ho(z) qui varie relativement peu (de 475 4 510 m).

5.4. Compatibilité des deux ajustements

10t

o 1 2 3 4 5 & 7

Figure 17. Variation attendue en fonction de I'échelle= Inr du coefficient(x)
dans le cas d’'une loi de transition fractal-non fractal. lradé a été poussé jusqu’a

x = 7 de maniére a mettre en évidence le petit écart résiduel deeparire la zone
accessible dans les données réelles (jusquz 5.2, ce qui correspond a une taille
de boite maximale ~ 5.44 km) et la pente asymptotique constante (ici, de valeur
—2.07).

Il reste a résoudre un probléme d’inconsistance apparefrteles ajustements. En
effet, I'ajustement linéaire asymptotique (paue 3.1—5.2) a fourni une contribution
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a la dimension fractale asymptotique de pentg.76 & 0.03) dans le terme en?,
alors que dans I'ajustement global, aprés développementefficient vaut-2.07.

La solution a ce probléeme est donnée Figure 17, ol on a pousgé'ge = 7 le
tracé de la loi ajustant(z) aveca = 2.07 (en utilisant le méme écatInr = 0.1
entre les points que pour les données). On y constate quenéuze- 3.1-5.2 est
encore partiellement dans la transition et n’a pas atteifdiele régime asymptotique
de dimension fractale constante. On trouve pour cette zogustement linéaire

—c(z) = (16.13 £ 0.13) — (1.755 + 0.031) , [40]

ce qui signifie gu’on retrouve exactement la pente 1.76 destament linéaire des
données dans cette zone. Cette valeur n’est donc pas ueevataur asymptotique,
mais une valeur intermédiaire. On s’en assure en faisanjusteanent dans la zone
5.3-7.0, ce qui donne

—c(z) = (17.615 £ 0.004) — (2.0651 =+ 0.0007) z [41]

ou on obtient bien maintenant une valeur proche de 2.07. @oure une nouvelle
fois un probléme lié aux limitations de I'intervalle d'édles disponible : il faudrait
une échelle maximale environ 4 fois plus grande (ce qui spordrait & environ 20
km) pour visualiser la valeur asymptotique des coefficiéfit$ etc(z).

Cependant, en ce qui concerne la valeur de la dimensiorafeaasymptotique
elle-méme, celle-ci résulte d’'une combinaison des diffe&yeoefficients et reste re-
lativement peu affectée par ce petit écart : la valeur maleima- 4, = 1.59 4+ 0.03
(atteinte poui = 450-500 m) se trouve donc confirmée (voir figure 16).

6. Conclusion et prospective

En conclusion, la présente analyse confirme et précise lpadement fractal gé-
néralisé obtenu précédemment sur le bassin versant du G@vidotin 2006, 2007.b,
Martin et al. 2008). La dimension fractale y est fortememtalzle, aussi bien en fonc-
tion de l'altitude que de I'échelle elle-méme.

La variation de la dimension fractale en fonction de l'alfié est systématique-
ment parabolique, ce qui s’explique aisément par la doudérainteDr = 1 (relief
lisse, non fractal) aux basses altitudes (niveau régrdedd Méditerranée au Wurm
a environ—120 m) et au sommet (autour de 1000 m). Deux des trois coefficamts
cette relation parabolique peuvent donc étre « prédits sqtte approche.

La variation de la dimension fractale en fonction de I'éthekt trés bien ajustée
par un modele de transition fractal / non-fractal obtenur@solution d’'une équation
différentielle d’échelle dans le cadre de la théorie de latikaété d’échelle.

Certains problémes de biais liés a la nature des donnéea etéthode d’analyse
(comptage de boites) ont été considérés mais n’ont été gtielleanent résolus. Une
dimension fractale artificiellement inférieure a 1 (ce cgtiiaterdit pour une courbe,
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dont la dimension topologique est 1) est obtenue pour léepetleurs de = Inr.
Ce biais a été partiellement corrigé en ne prenant en com@deg échelles supé-
rieures dnr = 1.32, ce qui correspond a environ 100 m, soit 2 fois la taille dwepix
IGN sur les données utilisées. Une analyse plus détaillérestorrection de ce biais
fera I'objet d’un travail futur.

La croissance de la dimension fractale observée au-delattielinite est réelle.
Par contre il manque des données de grandes échelles géiogiep(¢ < 100 m)
pour étudier de quelle maniére se produit la transition ¥grs= 1. Une étude a venir
utilisant des données a la résolution de 1 m et prenant entedenporrection du biais
de petite taille de boite permettra de trancher ce point.

L'écrasement de la variation de la dimension fractale aardgn  dans les don-
nées du Gardon a été confirmé comme réel. Le modéle de toanfiéictal / non-
fractal en rend compte en montrant que I'essentiel de latran observée semble
n'étre rien d’autre que la transition continue vers un régasymptotique (aux petites
échelles géographiques) de dimension fractale constamfrobléme est que I'inter-
valle d’échelles sur lequel cette dimension constantetabtié est assez étroit, étant
limité par la taille maximale du bassin versant lui-méme.pBabléme ne peut étre
dépassé dans ce cas, mais pourra I'étre dans des études fudLneliefs plus étendus.

Lalégere re-décroissance de la dimension fractale augpluldn r accessibles
est vraisemblablement un biais, conséquence préciséraardtctffet de fenétre de
petite échelle géographique (ou grandes échelles physique

Dans des travaux a venir, cette étude sera complétée paéterenthation directe
de la dimension fractale a partir des données — alors queldarésente contribu-
tion, elle est déduite par dérivation de I'ajustement du ptameln N (z, h). Une des
questions en suspens qui sera alors abordée est celle deraihétion précise de la
dimension fractale asymptotique maximale et de son éviatmmpréhension théo-
rique. Elle est atteinte sur la CN450 pour laquelle on obtieén = 1.584 £ 0.010 et
la CN500 sur laquell® 4 = 1.589 +0.007, en accord avec les autres déterminations.
Une conjecture probable, pour laquelle plusieurs justifica seront apportées dans
une prochaine publication, est qu’elle soit donnéelpar=In 3/1n2 = 1.585. Avec
la détermination de cette valeur, les trois coefficientsadmlurbe parabolique qui dé-
crit la variation de la dimension fractale asymptotiquea@mction de I'altitude seront
alors fixés.

De nombreuses autres études sont a envisager pour alldojpluselation au ré-
seau hydrographique (Forriez et al., a paraitre), dédudiace réseau comme géodé-
siques de I'espace bidimensionnel, courbe et fractal uiedassin versant, relation
entre la courbure globale et les structures fractales asdcjue la fractalité d'un es-
pace peut étre décrite comme une courbure multi-échellégddl 993), calibration
du comptage de boite en dimension variable sur des modétagmatiques d’objets
fractals de propriétés connues, etc.
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Sur le plan géographique, ce texte ouvre la voie a une gédrtmgie théorique
fondée sur la géométrie fractale qui est fondamentalenadietde la nature (Mandel-
brot, 1975, 1982).

Tout en confirmant bien que le bassin versant est I'unité ggadgque conceptuelle
qu'il faut considérer dans ce type d’analyse en raison dersartsion fonctionnelle
et des dynamiques morphogénétiques dont il est le sieg@al@snétres identifiés
montrent que certains d’entre eux peuvent avoir des vatpurdépendent (partielle-
ment ?) des conditions énergétiques (élévation, massa)dlghologiques (signature
morphologique des roches) voire climatiques (formes diop&s) alors que 'orga-
nisation structurelle (transition fractal / non-fractadriation parabolique des valeurs
des dimensions fractales de haut en bas, etc.) est vraigblavlent invariante. Cela
définissantle factoun programme de recherches.
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