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1.1 Motivations et objectifs du cours

L’astrophysique relativiste occupe une part croissante dans l’astronomie contempo-

raine, notamment en regard de I'importante quantité de données générées par

e les observatoires satellitaires de haute énergie actuellement en orbite (XMM-Newton,
Chandra, Integral, HETE-2, Swift, Fermi, NuSTAR) ou en projet (ASTROSAT
(2014), ASTRO-H (2014), LOFT (20227), ATHENA (20257)),

e les observatoires de haute énergie au sol : HESS-2, AUGER, Antares, IceCube (en
projet : CTA);

e les détecteurs d’ondes gravitationnelles actuellement en service (VIRGO et LIGO,
au sol) ou en projet (LCGT au Japon, eLISA dans l'espace),

e les observations en optique/infrarouge d’effets relativistes : mirages gravitationnels,
orbites stellaires au voisinage du trou noir central de notre Galaxie, courbes de
luminosité des supernovee la a grand décalage spectral, etc.

o les satellites dédiés a la cosmologie (WMAP, Planck, Euclid).

Toutes les sources observées par les instruments mentionnés ci-dessus sont soit cosmologi-
ques, soit mettent en jeu des objets compacts (trous noirs, étoiles & neutrons). Dans les
deux cas, la base théorique de leur étude est la relativité générale.

En plus des nombreuses applications a I’astrophysique, il convient de mentionner la

premiére application de la relativité générale a la vie pratique (!), a savoir le systéme de
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positionnement GPS. Ce dernier serait en effet inopérant si on se limitait & une description
purement newtonienne du champ gravitationnel de la Terre, ainsi que nous le verrons dans
I’Annexe A.

Le but de ce cours est d’introduire la relativité générale en 15 h, en mettant 1’accent
sur les applications astrophysiques. A cette fin, on évitera une exposition trop formelle
et, sans s’interdire une certaine rigueur mathématique, on utilisera abondamment des
figures et des exemples simples. En particulier, un role central sera donné a la métrique
de Schwarzschild, qui est a la base de la description du champ gravitationnel des étoiles
compactes et des trous noirs, mais aussi des étoiles de type solaire et des planétes lorsqu’on
veut tenir compte des effets relativistes, comme pour le systéeme GPS.

On espére qu'un étudiant qui aura suivi le cours, méme s’il ne fait pas carriére en
relativité, sera & méme de comprendre une phrase comme « en faisant I’hypothése qu’elle
est due & un mouvement orbital, la périodicité de 17 minutes observée avec I'instrument
NACO du VLT autour du trou noir central de la Galaxie montre que ce dernier doit étre
en rotation rapide » (page de garde de www.obspm.fr, novembre 2003 et Nature 425, 934
(2003)).

Les exercices d’application du cours sont regroupés sous forme de problémes dans
I’Annexe B, les solutions figurant dans I’Annexe C.

1.2 Articulation avec les autres cours

L’analyse détaillée du transfert de temps avec des satellites en orbite terrestre et
les applications GPS sont laissées aux cours FC1 (Systémes de référence et astronomie
fondamentale) et FC4 (Physique fondamentale, métrologie et physique des GNSS). On
a simplement introduit ici les concepts généraux de facteur de Lorentz et de décalage
gravitationnel vers le rouge et effectué quelques applications numériques pour les satellites
GPS.

De méme, le cours ne donne qu’'une introduction au phénomeéne de déviation des rayons
lumineux ; il ne traite pas en détail des mirages gravitationnels et de leurs applications,
ces derniers points étant traités dans le cours Th5 (Cosmologie et univers primordial).

Les trous noirs détectés par différents instruments ne sont utilisés ici que comme
illustration. La discussion des observations est laissée aux cours Th9 (Objets compacts et
phénomenes associés) et Th10 (Accrétion et jets). Il en est de méme du mécanisme de
formation dans les supernovee.

Le détail de la détection des ondes gravitationnelles par des interféromeétres du type
VIRGO ou eLISA est laissé au cours Th9 (Objets compacts et phénoménes associés),
de méme qu’une revue des différentes sources astrophysiques attendues et de leur forme
d’onde.

Enfin, pour la cosmologie, le cours ne donne que la dérivation des solutions de Friedmann-
Robertson-Walker. La discussion de leurs propriétés, le lien avec I’analyse du fond diffus
cosmologique, ainsi que des modeéles cosmologiques plus sophistiqués (inflation) sont lais-
sés aux cours de cosmologie proprement dits (TC1 et Th5).


http://www.obspm.fr/actual/nouvelle/nov03/Flare_Centre_Gal.fr.shtml

1.3 Page web du cours
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1.3 Page web du cours
La page web
http://luth.obspm.fr/~luthier/gourgoulhon/fr/master/relat.html

contient des liens vers d’autres cours, des livres et des expériences consacrées a la relativité
générale.


http://luth.obspm.fr/~luthier/gourgoulhon/fr/master/relat.html
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2.1 Introduction

L’objectif de ce premier cours est d’introduire le cadre mathématique de la rela-
tivité générale. On privilégie une approche géométrique et picturale — basée sur ’al-
gébre linéaire telle qu’enseignée dans les deux premiéres années d’université ou de classes
préparatoires — a une approche basée sur les systémes de coordonnées. Pour ne pas étre
trop formel, le cours repose sur de nombreuses figures et des exemples issus de 'espace-
temps de Minkowski. Une importance particuliére est donnée a la notion de ligne d’univers.

2.2 L’espace-temps relativiste

2.2.1 Les quatre dimensions

La relativité a opéré la fusion de 'espace et du temps, deux notions qui étaient com-
plétement distinctes en mécanique galiléenne. Il faut quatre nombres pour déterminer un
événement dans le « continuum » d’espace et temps : trois pour sa localisation spatiale
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FIGURE 2.1 — Variété : vue de prés, une variété ressemble a R™ (n = 2 sur la figure), mais cela n’est
plus nécessairement vrai au niveau global.

(par exemple ses coordonnées cartésiennes (x,y, z) ou sphériques (r,0,¢)) et un pour sa
date. La structure mathématique correspondant a ce « continuum » a quatre dimensions
est celle de variété. Avant de décrire cette derniére, il convient d’éclaircir un point : vouloir
former un continuum d’espace-temps signifie implicitement que les grandeurs d’espace et
de temps se voient donner la méme dimension physique. Par convention, nous choisirons
cette dimension étre celle d’'une longueur (donc mesurée en métres dans le Systéme In-
ternational). Pour obtenir les temps dans la dimension usuelle, il faut donc introduire un
facteur de conversion qui a la dimension d'une vitesse : il s’agit de la constante

c=2. X ms | .
2.99792458 x 10% 1 2.1

Au risque de tuer le suspense, disons tout de suite que cette constante correspondra & la
vitesse de la lumiére dans le vide telle que mesurée par un observateur localement inertiel.

2.2.2 Notion de variété

Une wariété est un ensemble qui « ressemble localement » & R™ (dans le cas présent
n = 4). Plus précisément, une variété de dimension 4 est un espace topologique & tel
qu’en chacun de ses points, on peut définir un voisinage homéomorphe & un ouvert de R*
(!). En langage imagg, cela veut dire que sur toute partie pas trop grosse de la variété,
on peut étiqueter les points par 4 nombres. Cela est représenté schématiquement sur la
figure 2.1. On appelle systéme de coordonnées (ou carte) sur une partie ouverte % d’une
variété & tout « étiquetage » des points de %, c’est-a-dire tout homéomorphisme

b: ¥ C& — O(%)CR
P — (20 2!, 2% 2?)

(2.2)

1. La définition compléte d’une variété fait intervenir deux propriétés supplémentaires qui permettent
d’éviter des cas pathologiques : (i) l'espace topologique & doit étre séparé et (ii) il doit étre doté d’une
base dénombrable, c’est-a-dire d’une famille (%4 )ren d’ouverts tel que tout ouvert de & puisse s’écrire
comme 'union (éventuellement infinie) de membres de cette famille.

2. rappelons qu'un homéomorphisme entre deux espaces topologiques (ici  C & et ®(%) C R?) est
une bijection continue et dont 'application réciproque est également continue.
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FIGURE 2.2 — Exemples de variétés de dimension 2 : de gauche & droite : plan, cylindre, sphére et
tore.

Remarque : Il est conventionnel en relativité d’étiqueter les 4 coordonnées sur la var-
iété d’espace-temps par (2%, ', 22, 23), plutét que (x', 2% 23, 2%), car en général la
coordonnée x° est du genre temps et les trois autres du genre espace (ces termes
seront définis plus bas). Nous utilisons ici cette convention, méme si 4 ce stade de
la discussion, les coordonnées (x°,x', 22 x3) sont tout & fait arbitraires. On peut
donc juste voir cela comme la convention d’indice des tableaux du C/C++ ou de

Python plutét que celle du Fortran...

Il convient de souligner que la ressemblance locale avec R* s’arréte a 'étiquetage des
points et ne s’étend pas & la structure d’espace euclidien de R*. En particulier le choix du
systéme de coordonnées est complétement libre : si (z%) = (2%, 2!, 2%, 2) est un systéme
de coordonnées sur % C & et F une application R* — R* bijective, continue et de
réciproque continue, alors (y*) = (y°, y', y?,y?), avec y* = F*(2°, 2, 2%, x3), constitue un
systéme de coordonnées tout a fait valide.

Des exemples de variété de dimension 2 sont donnés sur la Fig. 2.2. L’espace-temps de
la relativité restreinte est constitué par la variété de dimension 4 la plus simple qui soit : R*
lui-méme. Par contre, la variété utilisée pour décrire I’espace-temps en relativité générale
peut étre différente de R*, en particulier si 'on considére un espace-temps contenant des
trous noirs ou un modeéle cosmologique.

Remarque : La définition de variété donnée ci-dessus est intrinséque : elle ne suppose
pas que & soit plongé dans un espace plus grand. Ainsi on peut définir les variétés de
dimension 2 montrées sur la Fig. 2.2 sans les considérer comme des sous-ensembles
de Uespace euclidien R® (par exemple, la définition de la sphére comme ['ensemble
des points (z,y, 2) tels que x> +y* + 22 = 1 fait évidemment appel a R?).

On appelle atlas tout ensemble de couples (%, Pr)1<k<x o0t K € N*, %, est un ouvert
de & et @, un systéme de coordonnées (carte) sur %, tel que la réunion des % couvre
&

O U, = &. (2.3)

On dit alors que & est une variété différentiable (resp. variété de classe CP) ssi pour toute
intersection non vide de deux cartes, %; et %; disons, I'application

;0@ (U NU) CR — (U NU) CR? (2.4)
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est différentiable (resp. de classe C?). Notons que I’application ci-dessus va d’un ouvert
de R* vers un autre ouvert de R*, si bien que la notion de différentiabilité invoquée a son
égard n’est autre que celle des applications internes a R*.

2.2.3 Courbes et vecteurs sur une variété
Courbes

Un concept géométrique élémentaire a la base de la physique est celui de vecteur.
Ce concept est généralement introduit dans le cadre de 'espace euclidien R3. 11 est im-
médiatement généralisable a l'espace R™ (n € N*). Sur une variété, on ne peut a priori
pas définir les vecteurs comme des quantités reliant deux points, sauf pour des points
infiniment proches : en raison de la courbure, le vecteur « sort » de la variété. En par-
ticulier I’addition de deux vecteurs issus de deux points différents serait problématique.
Par contre, une notion géométrique bien définie sur une variété est celle de courbe. Nous
allons 1'utiliser pour définir les vecteurs comme des vecteurs tangents a une courbe don-
née. Mathématiquement, une courbe % sur une variété & est I'image d’une application
différentiable

Y. R — &

A s PP\ €?. (2:5)

Cette application est appelée paramétrage de la courbe € et A est appelé parameétre de la
courbe.

Etant donné un systéme de coordonnées (z°, 2!, 2%, 2°), la courbe est décrite par la
donnée de 4 fonctions X% : R — R, que nous supposerons différentiables et telles que

0
1
2
3

8 8 8 8

0y
XA

2.6
X2(\) (2.6)
X3(A)
soit I’équation paramétrique de % .

Définition des vecteurs

Pour motiver la définition d’un vecteur sur une variété, examinons le cas d’une courbe
% dans le plan euclidien R? (cf. Fig. 2.3). Soit

z=XA), y=Y() (2.7)
I’équation paramétrique de € en coordonnées cartésiennes. Au sens usuel des vecteurs de

R?, le vecteur tangent & 4 en un point P = Z2()\) et associé¢ au paramétrage (2.7) est le
vecteur de composantes cartésiennes

7= (X()\), Y(A)) , (2.8)
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X

FIGURE 2.3 — Vecteur tangent a une courbe dans le plan euclidien R2.

ot 'on a noté X := dX/d\ et Y := dY /d\. Considérons & présent un champ scalaire
différentiable défini sur le plan : f : R? — R. L’accroissement élémentaire de f le long de
la courbe % est donné par la formule

f|, = %Xd)\ + g—ng)\, (2.9)
d’ott la dérivée de f le long de € :
df of . Of -
— = =X+ =Y
dX|, ox + oy
= ¢-VJf (2.10)

On peut donc voir le vecteur tangent v comme 'opérateur qui & tout champ scalaire f
fait correspondre la dérivée directionnelle donnée par (2.10). C’est cet aspect que nous
allons utiliser pour définir les vecteurs sur les variétés.

Etant donnée une courbe % sur une variété & et un paramétrage Z()\) de €, on
définit le vecteur tangent U associé au paramétrage & en un point P = Z(\) comme
lopérateur qui & tout champ scalaire f : & — R différentiable au voisinage de P fait
correspondre la dérivée df /dA de f le long de la courbe :

_da
d)

o(f)

. (2.11)
¢
Sil’on se donne I’équation paramétrique de ¢ dans un systéme de coordonnées (2%, 2!, 22, x

de &, suivant la forme (2.6), 'équation (2.11) devient

3 (e} (07
3(F) = af dxX*  of dX

— = ) 2.12
—~ ox® d\ ox® dA ( )

Dans I’équation ci-dessus, la derniéere égalité utilise la convention de sommation d’Einstein
sur les indices répétés. On 1'utilisera systématiquement par la suite, ce qui évitera d’écrire
les signes > .
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FIGURE 2.4 — Espaces vectoriels tangents 7p(&) et To(&) en deux points P et @ d’une variété &.

Au vu de la définition (2.11), des vecteurs tangents privilégiés sont les vecteurs tangents

aux courbes de coordonnées constantes : par exemple, la courbe (2! = const., 22 = const.,
3 —

x® = const.) paramétrée par A = 2% Nous noterons 9y le vecteur tangent associé a cette
courbe :
= df of
a(f) = =%
d)\ r®=const 81‘

a#0

(2.13)

De méme, on note 9y, 3, et 03 les vecteurs tangents aux trois autres courbes de coordon-
nées constantes :

- af
= . 2.14
au() = L (214)
L’équation (2.12) s’écrit alors
G(f) = X 8,(f) avec X*:= d;l)i\ : (2.15)

Puisque cette écriture est valable pour tout champ scalaire f, on obtient la décomposition
suivante du vecteur v :

=X, (2.16)

On déduit de cette équation que I'ensemble des vecteurs en un point P € & (ensemble
des vecteurs tangents a toutes les courbes passant par P) forme un espace vectoriel de
dimension 4 sur R dont (8y, 81, 8, O3) est une base. Cet espace vectoriel est appelé

espace vectoriel tangent & la variété & au point P et est noté Tp(&) (cf. Fig. 2.4). La
0

base (50, 9., 8, 53) est appelée base naturelle associée aur coordonnées (x ot x? ad).
Comme l'indique 'Eq. (2.16), les quantités X< sont les composantes du vecteur v par
rapport a cette base vectorielle ; nous les noterons v :

—

T=0"8,| avec v*:= X)) (2.17)
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Remarque : La définition ci-dessus fait apparaitre les vecteurs sur une variété comme
des opérateurs de dérivation directionnelle (la direction étant celle d’une courbe don-
née). Il s’agit la de la définition intrinséque des vecteurs en géométrie différentielle.
Dans le cas ot la variété est plongée dans R"™ (comme les variétés représentées sur la
Fig. 2.2), on peut aussi définir les vecteurs tangents de maniére extrinséque, c’est-
a-dire comme des vecteurs usuels de R™. Il est facile de voir que les deux notions
coincident.

Remarque : Il convient de souligner que l’espace vectoriel tangent dépend du point con-
sideéré : il y a autant d’espaces vectoriels tangents que de points sur la variété, d’ou
Vindice P dans la notation Tp(&) (cf. Fig. 2.4). Cette situation difféere de celle de
Uespace euclidien usuel R3, ou l'on peut considérer qu’il n’y a qu’un seul espace
vectoriel global : R? lui-méme.

Dans un changement de coordonnées® (z®) +— (2), les composantes d'un vecteur
v dans la nouvelle base naturelle s’expriment en fonction de celles relative & ’ancienne
suivant -
’ Xz

e P, (2.18)
Cette formule se déduit aisément de 'Eq. (2.12) par la loi de composition des dérivations
partielles.

«

Remarque : Dans les livres de relativité plutot anciens, on définit les vecteurs comme des
« quadruplets de nombres » (v°, v, v% v3) qui se transforment swivant I'Eq. (2.18)
lors d’un changement de coordonnées. Ici (2.18) apparait plutoét comme une con-

séquence de la définition géométrique adoptée.

Dans le cas présent de la variété d’espace-temps & de dimension 4, on qualifie les
vecteurs de quadrivecteurs ou 4-vecteurs, pour les distinguer des vecteurs « ordinaires »
de R3.

I souvent commode d’utiliser d’autres bases vectorielles de Tp(&) que les bases na-
turelles, c’est-a-dire des bases vectorielles non associées a un systéme de coordonnées. Un
exemple de telles bases est constitué des bases orthonormales (la définition précise sera
donnée au § 2.3.3). Ainsi, si (€,) = (€y, €1, €2, €3) est une base de Tp(&), on écrira,
pour tout vecteur v :

U =0v"€,| (2.19)
Nous noterons les composantes avec un chapeau sur indice, c’est-a-dire v®, lorsqu’il y
aura lieu de les distinguer des composantes liées & une base naturelle.

Ezemple : Prenons & = R* et un systeme de coordonnées cartésiennes () = (t,z,y, ).
Les vecteurs de la base naturelle associée sont les vecteurs

9, = (1,0,0,0)

d, = (0,1,0,0)
. 2.20
d, = (0,0,1,0) (2.20)
9. = (0,0,0,1).

3. suivant 'usage en relativité, on met le symbole prime sur l'indice « alors qu’il serait plus correct
de le mettre sur x
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€
M ——
Lo,
ee

FIGURE 2.5 — Coordonnées sphériques et base orthonormale associée (€, €y, €,). Cette derniére est
reliée & la base naturelle (8,, 8y, d,) par €, = 8,, € =r 19y, €, = (rsinf) =19, |cf. Eq. (2.66)].

Les coordonnées sphériques (z) = (t,r,0, ) sont définies & partir des coordonnées
cartésiennes (t,x,y, z) suivant (cf. Fig. 2.5)

x = rsinfcosyp
y = rsinfsing (2.21)
z = rcosb.

Les vecteurs de la base naturelle associée aux coordonnées sphériques s’obtiennent a
partir de (2.13) :

. of = of = of = of

at(f) 8t7 ar(f) 87"’ 39(f) 69’ a‘ﬂ(f) 8907 ( )

ot f est un champ scalaire générique sur R*. En utilisant la loi de composition des
dérivées partielles, on obtient

of 9fdx  9fdy 9502

Eip— il e 2.2
or —ozor " oyor  ozor (2:23)
soit, au vu de (2.21),
of of . of ., . of
Z 2 - —_ ) 2.24
5 = By sin @ cos ¢ + By sin f sin ¢ + 5 cos 0 (2.24)
Ainsi [cf. Eq. (2.22)]
8, = sin 0 cos © a9, + sin f sin 5y +cos0d,. (2.25)
De méme,
~ or = Oy s 0z =
Oy = %3904—%81,—%%@ (2.26)
- or = Oy = 0z %
_ Oz % oz 2.2
0, 9 0, + 90 o, + 9 9., (2.27)



2.2 L’espace-temps relativiste

21

FIGURE 2.6 — Vecteurs 5,. et 5; de la base naturelle associée aux coordonnées sphériques, en trois
points My, My et M3 du plan (t =0,0 = 7/2).

c’est-a-dire, compte tenu de (2.21),

59 = TCOS@COS@5$+TCOSQSiH¢5y—TSinegz (2.28)
81, = —rsin@sinwéz+7“Sin9ctosg05y. (2.29)

1l convient de remarquer que les vecteurs (5;,5},5;), tels que donnés par (2.25),
(2.28) et (2.29), ne constituent pas une base orthonormale de R pour le produit
scalaire euclidien usuel. En notant (€,, €y, €,) la base orthonormale usuelle associée
auzx coordonnées sphériques (cf. Fig. 2.5), on a en effet

9, = €
89 = T ég (230)
5@ = rsinfé,

[ces relations seront établies plus bas, cf. Eq. (2.66)]. Au contraire, les vecteurs
(0., 0y, 0,) sont bien les vecteurs unitaires usuels :

d,=¢&, 8,—=¢&, d.—¢. (2.31)

Les vecteurs (i, 5@; 533 et 5y sont représentés sur la Fig. 2.0.

Déplacements élémentaires sur une variété

Tout comme en physique classique, on peut associer a deux points P de P’ de &
infiniment proches un vecteur « séparation » de la maniére suivante. Soit 4 une courbe
passant par P et P’ (%) et & un paramétrage de € tel que

P=2()\) et P =PM\+d\); (2.32)

4. remarquons que puisque P et P’ sont infiniment proches, la portion de % entre P et P’ est déter-
minée de maniére unique
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dX est ainsi I'accroissement infinitésimal du parameétre A entre P et P’. Définissons alors
le vecteur suivant

dP = 5d)\|, (2.33)

ol U est le vecteur tangent & € au point P et associé au paramétrage Z(\). Puisque
U € Tp(&) et dX € R, dpP appartient a l'espace tangent Tp(&’). Appliquons ce vecteur a
un champ scalaire f, en utilisant la définition (2.11) de U(f) :

aB(f) = w()dr= Tl ix=ds
3
= f(P(AN+dN) — f(2(N). (2.34)
Ainsi
dP(f) = [(P') — f(P)| (2.35)

Cette égalité montre que le vecteur cﬁ; ne dépend que des points P et P/, autrement
dit est indépendant du choix du paramétrage Z(\) de la courbe reliant P a P’. Nous
I'appellerons déplacement élémentaire (ou déplacement infinitésimal) du point P en P’
Son interprétation en terme d’opérateur sur les fonctions est trés claire au vu de (2.35) :

d—P) fait correspondre a chaque champ scalaire sa variation entre les points P et P’.

Remarque : La définition du vecteur « séparation » entre P et P' ne peut en général pas
étre étendue au cas ou P et P’ ne sont pas infiniment proches, sauf bien entendu
dans le cas ou la variété & est un espace affine sur R (cas de la relativité restreinte).

Etant donné un systéme de coordonnées (%) au voisinage de P, soit (z) les coordon-
nées de P et (xzf + dz®) les coordonnées de P’. L’équation (2.35) devient alors

aB(f) = [(P) ~ f(P) = L dn = a6 (1). (2.36)

Cette identité montre que les composantes du vecteur cﬁg dans la base naturelle 5a
associée aux coordonnées (z®) sont

dP® = dz®], (2.37)

2.2.4 Formes multilinéaires et tenseurs

Une opération fondamentale sur les vecteurs consiste & leur associer un nombre, et
ce de maniére linéaire. C’est ce que l'on appelle une forme linéaire, autrement dit une
application °

w: Tp(&) —

R
§ — () (2.38)

5. nous utilisons la notation bra-ket de la mécanique quantique, & savoir (w, @), pour désigner I'image
de ¥ par w plutot que w(v).



2.3 Tenseur métrique

23

qui vérifie
VA ER, V(u,V) € T,(&)?, (w,Mi+0) = \Nw,u) + (w, ). (2.39)

L’ensemble des formes linéaires sur Tp(&") constitue un espace vectoriel de dimension 4,
que l'on appelle espace dual & Tp(&) et que 'on note Tp(&)*.
Plus généralement, on appelle forme multilinéaire toute application

T: Tp(&)x - xTp(&) — R

(@..... %) > T(B,....5) (2:40)

qui est linéaire par rapport a chacun de ses arguments. Lorsque ceux-ci sont au nombre
de deux, on dit que T est une forme bilinéaire.

La relativité fait abondamment usage des formes multilinéaires et de leur généralisa-
tion : les tenseurs. Un tenseur k fois contravariant et ¢ fois covariant (on dit aussi de type

(’Z)) au point P € & est une application
T: Tp(&) x - xTp(&) xTp(&) x -+ xTp(&) — R

J

k ‘f;)is l ‘fgis
(wl,...,wk,ﬁl,...,ﬁg) — T(wl,...,wk,ﬁl,...,ﬁg)
(2.41)

qui est linéaire par rapport a chacun de ses arguments. L’entier k4 ¢ est appelée la valence
du tenseur. Ainsi, une forme linéaire est un tenseur de type ((1)), une forme bilinéaire un
tenseur de type (g) Rappelons la dualité canonique Tp(&)*™ = Tp(&), qui signifie que
tout vecteur U peut étre considéré comme une forme linéaire sur I'espace vectoriel Tp(&)*
suivant

v: Tp(&) — R

w —  (w, V). (242)

Grace a cette dualité, on peut dire qu'un vecteur est un tenseur de type ((1))

On appelle champ tensoriel la donnée d’un tenseur en chaque point de &. Par conven-
tion, on englobe les champs scalaires dans les champs tensoriels en les qualifiant de champs
tensoriels de type ( 8). Ainsi les scalaires sont des tenseurs de valence 0, les vecteurs et

les formes linéaires des tenseurs de valence 1, etc.

2.3 Tenseur métrique

2.3.1 Définition

La physique classique non relativiste est basée sur un espace affine de dimension trois
sur R, que 'on appelle « 'espace », et manipule les vecteurs ' de I’espace vectoriel R?
associé. Sur cet espace vectoriel, une structure trés importante est le produit scalaire de
deux vecteurs :

i 7 =u'v" +u*v® +ut? (2.43)
oll les u’ et v' sont les composantes de @ et ¥ dans une base orthonormale. Le produit
scalaire fonde toute la géométrie. Il permet notamment de définir la norme d’un vecteur,
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I’angle entre deux vecteurs et d’introduire des relations d’orthogonalité entre deux sous-
espaces (droite et plan, par exemple).

La géométrie de la physique relativiste différe de celle de la physique classique en deux
points :

1. Comme discuté plus haut, I'espace de base n’est plus R® mais une variété & de
dimension quatre (il « incorpore » le temps!);

2. Le produit scalaire utilisé n’est plus euclidien : en tout point p € &, il existe une
base de l'espace vectoriel Tp(&) ou il s’écrit

-0 = —u'? +ulo! +utv? +ut? . (2.44)

Un produit scalaire euclidien ne contiendrait que des signes +, comme dans (2.43).

Plus précisément, en chaque point p € &, on munit 'espace vectoriel tangent Tp(&)
d’une forme bilinéaire g qui est symétrique, non dégénérée et de signature (—, +, +,+).
Rappelons que :

e forme bilinéaire signifie que g est une application Tp(&) X Tp(&) — R (i.e. qui

a tout couple de 4-vecteurs (4, v) associe un réel g(u,v)), linéaire par rapport a
chacun de ses arguments ;

e symétrique signifie que l'on a g(v,u) = g(u, v) pour tout couple (u,v);

e non dégénérée signifie qu’il n’existe pas de vecteur u autre que le vecteur nul véri-

fiant : VU € Tp(&), g(u,v) =0;

e de signature (—,+,+,+) signifie qu'il existe une base de 'espace vectoriel Tp(&)

telle que g(u,v) s’exprime en fonction des composantes u® et v* de 4 et ¥ dans
cette base de la maniére suivante :

g(u,v) = —u0® + ulv! + uv? + v (2.45)

D’apres un théoréme classique d’algebre linéaire, le théoréme d’inertie de Sylvester,
dans toute autre base ou g(u, v) a une écriture diagonale (i.e. qui ne comprend pas
de termes croisés du type ‘u’v!’), g(u, ¥) est une somme algébrique de quatre termes
dont un avec un signe moins et trois avec un signe plus, comme dans (2.45). Cette
propriété ne dépend donc pas de la base ou I'on diagonalise g, elle est intrinséque a
g et constitue sa signature.

Remarque : On trouve aussi dans la littérature la convention (+, —, —, —) pour la signa-
ture de g. En général, cette derniere est utilisée en relativité restreinte, alors que la
signature (—,+,+,4) est utilisée en relativité générale. Les deux conventions sont
bien entendu équivalentes (il suffit de changer g en —g), mais nous attirons [’atten-
tion du lecteur sur les changements de signe dans certaines formules que le passage
d’une convention a [’autre peut entrainer.

Rappelons que les propriétés de forme bilinéaire symétrique non dégénérée caractérisent ce
que 'on appelle un produit scalaire. Par exemple, le produit scalaire classique de 1’espace
euclidien a trois dimensions est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée de signature
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(4,4, +) [cf. (2.43)]. g est donc un produit scalaire sur Tp(&'), ce qui justifie la notation
suivante [déja employée dans 'Eq. (2.44)] :

YV (i, %) € Tp(6)2 -6 :=g(4, ). (2.46)

On dit que les 4-vecteurs 4 et U sont orthogonauz (on omettra de préciser pour le produit
scalaire g) ssi : U - v = 0.

La forme bilinéaire g définie ci-dessus est appelée tenseur métrique sur & ou parfois
métrique tout court. Le couple (&, g) est appelé espace-temps. Le tenseur métrique définit
complétement la géométrie sur l'espace-temps : lorsque l'on parlera de deux 4-vecteurs
orthogonaux, ou d’un sous-espace orthogonal & un 4-vecteur, il s’agira toujours d’orthog-
onalité par rapport au produit scalaire g.

2.3.2 Composantes g,z du tenseur métrique

Etant donnée une base (€, €1, €, €s) de Tp(&), la matrice de g par rapport & cette base
est la matrice (gnp5) définie par

Gop = 9(€a, €5), 0<a<3, 0<pg<3. (2.47)

(gap) permet d’exprimer le produit scalaire de deux 4-vecteurs ¢ et ¥ en fonction de leurs
composantes (u*) et (v*) dans la base (€,) (cf. (2.19)), suivant

U-T = gagu®v?| (2.48)

Puisque g est une forme bilinéaire symétrique, (gos) est une matrice symétrique. De
plus, puisque g est non-dégénérée, cette matrice est inversible et nous noterons (g*?) son
inverse :

9% 9o = 0%, (2.49)

ou 0%; désigne le symbole de Kronecker relatif aux indices ac et §: 0% =1sia= et 0
sinon.

Considérons un changement de base de (€,) — (€x/) de Tp(&) (°); ce changement de
base est entiérement défini par la donnée de la matrice de passage P, qui est la matrice
réelle 4 x 4 telle que

€y = P2, €. (2.50)
Alors pour tout vecteur U € Tp(&),

= AN ’ 5
U =v" €y =v" P, €,, (2.51)

d’ott 'on déduit la relation entre les composantes de ¥ dans les deux bases :

!

v = P v, (2.52)

«

6. rappelons l'usage courant (en relativité) de mettre le prime sur U'indice plutét que sur le symbole
qui porte cet indice : en mathématique on écrirait plutot (€7)) pour désigner la nouvelle base.
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Remarque : La loi de transformation (2.18) précédemment établie constitue un cas par-
ticulier de la relation ci-dessus, puisque dans le cas de bases naturelles €, = 0, et
— ~ 3 . \ - !
€y = Oy associées respectivement & des coordonnées (z®) et (x®),

B ox®

Pe, = - 2.53
= (2:53)
En reportant (2.52) dans (2.48), il vient

'L_l: . 'l_; — gaﬁ Ua U/B — gaﬁ Paa/ualpﬁﬁlvﬁ/ — Paa/ gaﬁ PBB/ uo/vﬁ'? (254)

d’ott 'on déduit immédiatement la loi de transformation des composantes de g lors du
changement de base :

Jorgr = P% gas P’y | (2.55)

soit en notation matricielle :
g ="PxgxP (2.56)

¢ désignant la matrice (gasp), g la matrice (gag), P la matrice (P®,) et P la transposée
de P. On retrouve la I'expression classique de la transformation de la matrice d’une forme
bilinéaire lors d’un changement de base (cf. un cours d’algebre linéaire).

Dans le cas particulier d'un changement de bases naturelles, associé & un changement
de coordonnées () — (), on obtient en combinant (2.53) et (2.55) :

oz 0z
ga’ﬁ’ = gaﬁ W W (257)
Remarque : Dans les livres de relativité plutot anciens, on définit un tenseur 2-fois
covariant comme un « tableau » de nombres g,z qui se transforme suivant (2.57) lors
d’un changement de coordonnées. Ici, nous avons défini un tenseur 2-fois covariant
comme une forme bilinéaire sur & (cf. § 2.2.4) et la formule (2.57) apparait alors
comme une conséquence de cette définition.

2.3.3 Bases orthonormales

Une base (€, €1, €2, €3) de I'espace vectoriel Tp(&) est dite orthonormale (on omettra
de préciser pour le produit scalaire g) ssi :

€-€ = —1 (2.58)
e-€ = 1 pour 1<:<3 (2.59)
€, € = 0 pour «a# [ . (2.60)

Par rapport & une base orthonormale, la matrice de g est donc

Jap = g(éaa éﬁ) = Tas (261)
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ol (1,p) désigne la matrice suivante, appelée matrice de Minkowsksi,

~100 0
0100

=1 0 010 (2.62)
0 001

Remarque : 1l n'existe aucune base de Tp(&) satisfaisant €, - €5 = 0np, 0U dup est le
symbole de Kronecker et v et [ premnent toutes les valeurs entre 0 et 3. On peut
avoir |€y- €| = dap, mais la signature (—,+,+,+) de g impose que l'un des produits
scalaires soit négatif (théoréme d’inertie de Sylvester mentionné plus haut).

Dans une base orthonormale, le produit scalaire de deux vecteurs 4 et ¥ s’exprime en
termes de leurs composantes (u*) et (v®) par [cf. (2.48)] :

- T =nagu v’ = —u® +ulvt + uPv? + uPoP | (2.63)

On retrouve ainsi la formule (2.45). Les bases orthonormales sont donc celles ou 'on lit

directement la signature (—, +, 4+, +) de g.

Exzemple : Considérons pour (&, g) l'espace-temps de la relativité restreinte. Soit (x®) =
(2° = ct,x,y,2) un systéme de coordonnées associé a un repére inertiel et (5a) =
(50 = 0*18_;, 8_;;, 5y, 52) la base naturelle correspondante. La matrice de g dans cette
base n’est autre que la matrice de Minkowski :

gaﬂ = 77,15. (264)
Si l’on, utilise les coordonnées sphériques (z) = (2° = ct,r,0, ) relices a (ct,x,y, 2)

suwant (2.21), la matrice de passage P, vers la nouvelle base naturelle (8y) =
(80 = ¢804, 0,,89,8,) se lit sur les formules (2.25), (2.28) et (2.29). Les com-
posantes de g dans la base (8,) s’obtiennent alors a partir de I'Eq. (2.55) ; il vient :

-1 0 0 0
0 1 0 0

ga’ﬁ’: 0 0 7“2 0 (265)
0 0 0 r2sin?6

On voit clairement sur cette expression que (50 = 0_15;, 5;, 59, 5;) ne constitue pas
une base orthonormale (cf. la « longueur variable » du vecteur 8, sur la Fig. 2.6).
Par contre, la base vectorielle (€5) obtenue en renormalisant les vecteurs 8, suivant

( é@ — 50
é;: — 87»
1 —
& = -&y (2.66)
"1
N € = rsin@ap

est une base orthonormale. Elle est représentée sur la Fig. 2.5. Notons qu’elle n’est
pas une base naturelle : il n'existe aucun systéme de coordonnées () tel que €5 =
Ds.
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2.3.4 Genre des 4-vecteurs

Si 'on consideére le produit scalaire classique (2.43) sur I'espace euclidien de dimension
trois, sa signature (+, 4, +) fait qu’il est défini positif, c’est-a-dire que U- ¥ > 0 pour tout
vecteur v, I’égalité n’étant réalisée que si, et seulement si, v = 0.

Par contre la signature (—,+,+,+) de g ne lui permet pas d’étre défini positif. Le
produit scalaire d’un 4-vecteur @ avec lui méme peut a priori avoir n’importe quel signe
et étre nul sans que 4 le soit. On pose alors les définitions suivantes :

On dit qu'un vecteur ¥ de Tp(&) est :

e du genre temps ssi: g(u,u) < O0;

e du genre espace ssi : g(u,u) > 0;

e du genre lumiére ssi: u # 0 et g(u, &) = 0. Dans le vocabulaire de ’algébre linéaire,
les vecteurs du genre lumiére s’appellent aussi vecteurs isotropes de la forme bil-
inéaire g.

Ces définitions & connotation « physique » seront justifiées au § 2.4.

Remarque : « du genre lumiére » se dit « null » en anglais; ainsi lorsqu’on rencontre
le terme « null vector » dans un texte anglais, il ne s’agit pas du vecteur nul, mais
d’un vecteur de genre lumiére.

Un 4-vecteur u est dit unitaire ssi 4 est du genre temps et vérifie g(u, w) = —1 ou
bien 4 est du genre espace et vérifie g(u, u) = 1.

2.3.5 Représentation graphique des vecteurs

Pour dessiner des figures dans l'espace-temps, on supprimera une ou deux dimen-
sions : on aura alors respectivement des dessins a trois dimensions en perspective ou
des dessins plans. Deux vecteurs orthogonaux pour la métrique g ne seront pas néces-
sairement représentés par deux fleches perpendiculaires (au sens usuel du terme) : par
exemple, un vecteur de genre lumiére est orthogonal & lui-méme alors que graphique-
ment, une fléeche ne peut évidemment pas étre perpendiculaire a elle-méme. Cet aspect
des graphiques d’espace-temps est illustré sur les Fig. 2.7 et Fig. 2.8, sur lesquelles nous
invitons le lecteur a pendre le temps de réfléchir.

Commengons par discuter la Fig. 2.7. On considére une base vectorielle (€,) orthonor-
male pour la métrique g. Pour obtenir une figure bidimensionnelle, nous ne représenterons
que les deux premiers vecteurs de cette base : €, est par définition un vecteur du genre
temps unitaire : €y - €y = —1 [cf. (2.58)], €] est un vecteur du genre espace unitaire :
€ -€; =1 [cf. (2.59)], et €y et €; sont mutuellement orthogonaux : €y -€; = 0 [cf. (2.60)].
Sur la Fig. 2.7, on a choisi arbitrairement de représenter les vecteurs €y et € par deux
fleches perpendiculaires, avec le vecteur du genre temps vertical et celui du genre espace
horizontal. Par ailleurs, nous avons dessiné quatre autres vecteurs, dg, d;, @ et ¥, dont
les composantes respectives dans la base (€, €1, €2, €3) sont

ad = (v/2,1,0,0), a¥=(1,v2,0,0), u®=(1,1,0,0), ov*=(1,-1,0,0). (2.67)

La premiére remarque que 1’on peut faire est que, bien que les fleches qui les représentent
sur la Fig. 2.7 ne soient pas perpendiculaires, les vecteurs ag et aj sont orthogonaux pour
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FIGURE 2.7 — 4-vecteurs de I'espace Tp(&) : deux dimensions d’espace ont été supprimées si bien que
la figure est plane.

<y

Sy

Sy

>
el

FIGURE 2.8 — Méme vecteurs de l'espace Tp(&) que sur la Fig. 2.7, mais dans une représentation
basée sur la base orthonormale (d@i, d2), plutdt que (€1, €2). Méme si la figure a l'air trés différente de la
Fig. 2.7, on peut constater que les égalités vectorielles 6 = €y + €1 et ¥ = €y — €1 sont bien satisfaites.
Par ailleurs, les vecteurs du genre lumiére, c’est-a-dire 4 et v, sont dessinés & 45°, tout comme sur la

Fig. 2.7.
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la métrique g. Vérifions-le explicitement, en utilisant le fait que dans la base orthonormale
(€,) le produit scalaire est donné par (2.63) :

Gy -1 = gapalal =nepalal = —vV2x1+1xvV24+0x040x0=0. (2.68)

De plus, dy et d; sont des vecteurs unitaires, @y étant du genre temps et a; du genre
espace :

d - ao_naﬁaoao_ ~V2xV24+1x14+0x04+0x0=—1, (2.69)

A1 =napadal = —1x14+V2xV240x0+0x0=1. (2.70)
Ainsi la « norme » du vecteur a; pour la métrique g est la méme que celle du vecteur €,
a savoir 1, bien que sur la Fig. 2.7 ces deux vecteurs soient représentés par des fléches de
longueurs différentes.

A Tinverse de dg et @i, les vecteurs # et ¥ sont représentés sur la Fig. 2.7 par des
fleches perpendiculaires, alors qu’ils ne sont pas orthogonaux pour la métrique g :

U-T=napuv’ = —1x1+1x(=1)+0x0+0x0=—2#0. (2.71)

Remarquons par ailleurs que ces vecteurs sont du genre lumieére :

U8 =nNepuu’ = —1x1+1x1+0x0+0x0=0, (2.72)
G-U =00 0" = 1 x 1+ (=1) x (=1)+0x0+0x0=0. (2.73)
Les vecteurs dg et a@; étant orthogonaux et unitaires, avec @y - @y = —1 et a@; - ad; = 1,

ils forment le début d’une base orthonormale, que ’on peut compléter par exemple par
€5 et €3. On définit ainsi la nouvelle base orthonormale

(é;) = (&07 C_ih 527 é’3) (274)
Le changement de base (€,) — (€)) est donné par les relations

{C_io = V2é,+é ot {50 = V2a,—a,

- S R S I - 2.75
a;, = €0+\/§€1 e = —a0+\/§a1 ( )

que l'on déduit aisément de (2.67). Dans la base (€’)) les composantes des vecteurs €y,
€1, u et U sont les suivantes

e = (V2,-1,0,0), € =(-1,v/2,0,0), u® =(vV2-1,v2-1,0,0),
“ = (V241,-vV2-1,0,0). (2.76)

Nous avons souligné plus haut que la représentation des vecteurs (€y, €1) par des fléches
perpendiculaires sur la Fig. 2.7 était un choix arbitraire. Dessinons alors une nouvelle
figure en privilégiant la base orthonormale fondée sur (@, @;) plutot que (€, €1), c’est-a-
dire en représentant @, et @; par deux fleches perpendiculaires, I'une verticale et I'autre
horizontale. Le dessin des vecteurs €y, €1, ¥ et ¥ se déduit alors des composantes (2.76).
On obtient alors la Fig. 2.8. Elle est d’aspect trés différent de la Fig. 2.7, mais soulignons
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que les deux figures sont deux représentations du méme espace vectoriel Tp(&') tangent
a l'espace-temps & au point P. Les vecteurs dessinés y sont les mémes, simplement ces
deux représentations sont basées sur deux bases orthonormales différentes : (€, €;) pour
la Fig. 2.7 et (dy, @;) pour la Fig. 2.8. Aucune de ces deux bases orthonormales n’est
privilégiée par rapport a la métrique g, qui est la seule structure fondamentale introduite
jusqu’ici.

Il y a tout de méme un point commun qu’il convient de souligner entre les Figs. 2.7
et 2.8 : les directions des vecteurs du genre lumiére u et ¥ sont les mémes dans les deux
schémas, a savoir des droites a £45°. C’est en fait une propriété fondamentale de tous les
diagrammes d’espace-temps que nous construirons : les directions des vecteurs du genre
lumiére seront toujours des droites inclinées a 4+45° par rapport aux axes de la figure.
Autrement dit on privilégie les seules directions que I'on peut canoniquement associer au
tenseur métrique g, a savoir les directions isotropes (carré scalaire nul pour la métrique
g), que nous allons discuter a présent.

2.3.6 Cone isotrope

Dans l'espace vectoriel Tp(&'), I'ensemble des vecteurs du genre lumiére constitue ce
qu’en algébre linéaire, on appelle le cone isotrope Z de la forme bilinéaire g. Le mot cone
signifie que si v € Z, alors VA € R, \v € Z.

Le cone isotrope est représenté graphiquement sur la Fig. 2.9. Il sépare les vecteurs
du genre temps de ceux du genre espace : les premiers sont situés a l'intérieur du cone,
les seconds a l'extérieur. De plus, le cone isotrope comprend deux nappes. On convient
d’appeler nappe du futur I'une de ces deux nappes, soit Z". La deuxiéme nappe est appelée
nappe du passé et notée Z~. On peut alors ranger les 4-vecteurs du genre temps en deux
catégories distinctes : les 4-vecteurs situés a l'intérieur de la nappe du futur (resp. du
passé) sont dits orientés vers le futur (resp. orientés vers le passé). On qualifie de choix
d’une fleche du temps le choix de la nappe Z7.

2.3.7 Distance entre deux points

Considérons deux points P et P’ infiniment proches sur la variété &. Nous avons vu
au § 2.2.3 qu’on peut leur associer un vecteur séparation infinitésimal dP qui appartient
a l'espace tangent Tp(&). On définit alors le carré de la distance entre P et P’ vis-a-vis
du tenseur métrique g comme le nombre réel infinitésimal

ds® .= g(dP,dP). (2.77)

Le signe de ds® dépend évidemment du genre du vecteur dP : ds* > 0 si dP est du
genre espace, ds’> = 0 si dP est du genre lumiére et ds? < 0 si dP est du genre temps.
Etant donné un systéme de coordonnées (z*) au voisinage de P, soit dxz® la différence
de coordonnées entre P’ et P. En vertu de I'Eq. (2.37), (dz®) constitue également les
composantes du vecteur dP dans la base naturelle ., si bien que (2.77) s’écrit

ds? = gapdz® da”|. (2.78)
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vecteurldu genre temps
orienlté vers le futur

nappe

du futur R
éur lumiere

vecteur du genre espace

' vetteur du genre temps
orienté vers le pagbé

FIGURE 2.9 — Cone isotrope de la métrique g (une dimension d’espace a été supprimée).

Lorsque la séparation entre les points P et P’ n’est plus infinitésimale, il faut se donner
une courbe reliant P et P’ et définir la distance en intégrant I’élément +/=£ds? le long de
cette courbe. Le résultat obtenu dépend évidemment du choix de la courbe. Nous verrons
au § 2.6 qu’il existe des courbes qui minimisent ou maximisent la distance entre P et P’ :
ce sont les courbes géodésiques.

Remarque : La notion de distance sur & qui vient d’étre introduite justifie le qualificatif
de métrique attribué au tenseur g.

2.3.8 Bilan

Toute la description mathématique de I'espace-temps relativiste est contenue dans le
couple (&, g), o & est une variété différentiable de dimension 4 et g un champ tensoriel
de type (g) sur &, représentant une forme bilinéaire symétrique non dégénérée et de signa-
ture (—, 4, +, +), appelée tenseur métrique. La différence fondamentale entre la relativité
restreinte (qui décrit les interactions autres que gravitationnelle) et la relativité générale
(qui incorpore la gravitation) est la suivante :

e cn relativité restreinte, a la fois & et g sont fixés a priori : & = R* et g est la

métrique de Minkowski ; le couple (&, g) est appelé espace-temps de Minkowsks ;

e en relativité générale : ni &, ni g ne sont déterminés a priori : en particulier, g doit

étre calculé en résolvant I’équation d’Einstein, que nous verrons au Chap. 4.

Notons cependant que pour une grande classe de problémes (espace-temps asymptotique-
ment plat et ne contenant pas de trous noirs), on a & = R*, tout comme en relativité
restreinte. Par contre, il reste toujours a résoudre ’équation d’Einstein pour déterminer

g.
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FIGURE 2.10 — Cone isotrope dans I'espace vectoriel tangent 7p (&) en un point P et cone de lumiére
passant par ce point.

2.4 Lignes d’univers

2.4.1 'Trajectoires des photons et cone de lumiére

Ayant introduit le cadre géométrique (&, g), nous sommes en mesure d’énoncer le
premier postulat physique a la base de la théorie de la relativité : les photons (et plus
généralement les particules de masse nulle) sont décrits par des courbes de & qui (i)
sont du genre lumiére, c’est-a-dire dont les vecteurs tangents sont en tout point du genre
lumiére et (ii) sont des géodésiques de (&, g), au sens qui sera défini au § 2.6.3. Le fait
qu’une particule comme le photon soit représentée par une courbe (sous-variété de & de
dimension 1) et non par un point est bien évidemment la traduction spatio-temporelle
du concept de particule : la courbe est constituée par toutes les « positions successives »
occupées par la particule.

En un point P de & donné, I’ensemble des courbes représentant les photons, a pour sup-
port un cone infinitésimal, que 'on peut voir comme I’empreinte du cone isotrope de I'es-
pace vectoriel tangent 7Tp(&) (cf. Fig. 2.10). Ce cone infinitésimal est appelé cone de lumiére

au point P il est formé de toutes les rayons lumineux émis depuis P (nappe du futur)
ou regus en P (nappe du passé).

Le fait que les cones de lumiére soient une structure intrinséque de (&, g), c’est-a-dire
que leur définition ne fasse appel aucunement a la notion d’observateur, est la traduc-
tion géométrique de l'indépendance de la vitesse de la lumiére par rapport a tous les
observateurs inertiels (I'un des postulats historiques d’Einstein (1905)).

Un photon physique est décrit non seulement par une géodésique % de genre lumiére,
mais par aussi par la donnée d’un vecteur p tangent a € en tout point. Ce vecteur, qui
a la dimension d’une impulsion, est appelé quadri-impulsion (ou 4-impulsion du photon).
Il s’agit par définition d’un vecteur de genre lumiére :

p-p=0. (2.79)
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FIGURE 2.11 — Ligne d’univers d’une particule matérielle.

2.4.2 Mouvement d’un point matériel

Tout comme le photon, le fameux point matériel (particule) de la mécanique classique
devient une courbe dans ’espace-temps relativiste, correspondant & toutes les « positions
successives » occupées par le point matériel. Alors que les courbes décrivant les photons
doivent étre du genre lumiére, on postule que toute courbe £ qui représente un point
matériel doit étre du genre temps, c’est-a-dire telle que tout vecteur tangent a .Z soit
du genre temps. Cette propriété mathématique traduit 'impossibilité pour des particules
matérielles de voyager plus vite que la lumiére. La courbe £ est appelée ligne d’univers
de la particule matérielle considérée.

De part leur définition, les lignes d’univers des points matériels sont toujours situées
a 'intérieur du cone de lumiére en un point donné, comme représenté sur la Fig. 2.11.

Remarque : Alors que la ligne d’univers d’un photon doit étre une géodésique (du genre
lumiére), on n’exige pas que la ligne d’univers d’un point matériel soit une géodésique
du genre temps, mais simplement une courbe quelconque de genre temps. Il ne
s’agit d’une géodésique que lorsque le point matériel n’est soumis a aucune autre
interaction que celle induite par le champ gravitationnel, ainsi que nous le verrons
au § 2.0.

2.4.3 Temps propre

En plus de définir les trajectoires des photons via son cone isotrope, une deuxiéme
interprétation physique fondamentale du tenseur métrique g est liée au temps mesuré
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le long des lignes d’univers, c’est-a-dire au temps propre des particules matérielles. Soit
en effet deux événements P et P’ infiniment voisins sur la ligne d’univers . d’un point
matériel donné, tels que P’ soit dans le futur de P (cf. Fig. 2.11). P et P’ étant infiniment
voisins, on peut leur associer un 4-vecteur séparation infinitésimal cﬁ’, tel que défini au
§ 2.2.3. dP est un vecteur tangent a .%. Le carré de la distance entre P et P’ tel que
défini par 'Eq. (2.77) est ds* = g(d?, cﬁ’) D’aprés la définition d’une ligne d’univers,
dP est nécessairement du genre temps, de sorte que ds?> < 0. La quantité v/—ds? est alors
bien définie et on pose

dr = 1\/_g(@B,db)), (2.80)

C

ou ¢ est la constante définie par (2.1). La quantité 7 définie ci-dessus est appelée temps propre

le long de la ligne d’univers .Z. Elle correspond physiquement au temps mesuré par une
horloge entrainée par le point matériel dont £ est la ligne d’univers, horloge qui serait
infiniment précise.

Si 'on se donne un paramétrage &2 : R — &, A — P = Z(\) de la ligne d’univers
Z, d—ﬁ est relié au vecteur tangent ¥ associé a ce paramétrage par 'Eq. (2.33), si bien
que l'on peut écrire (2.80) sous la forme

1
dr = —\/—g(®, %) d\. (2.81)
C

Soulignons que bien que cette expression fasse apparaitre le paramétrage & de & (via v
et ), la valeur de dr est indépendante du choix d’un tel paramétrage, ainsi qu’il est clair
sur la définition (2.80). En explicitant le paramétrage &7 dans un systéme de coordonnées
(%), sous la forme z® = X*(\) [cf. Eq. (2.6)], les composantes de ¥ dans la base naturelle
associée (8,) sont v* = X := dX*/d\, si bien que expression (2.81) s'¢écrit

1 —
= —\/—gap X2 XPd\| 2.82
dr c\/ GaB d\ (2.82)

Considérons a présent deux événements A = p(A4) et B = p(Ap) sur la ligne d’univers
Z, que l'on ne suppose plus infiniment proches. Le temps propre écoulé entre A et B est
alors donné par l'intégrale

(A, B) ::/A dr :% A /SO, 5O dA | (2.83)

Remarque 1: Puisqu’il est relié a l'objet fondamental de la théorie de la relativité, a
savoir le tenseur métrique g, par lequel les lois physiques vont étre énoncées, le
temps propre est le seul temps réellement physique au sens suivant. La définition
d’un temps le long d’une ligne d’univers est a priori arbitraire : on peut choisir le
temps donné par une horloge « déréglée », dont la seule fonction est de fournir une
suite de « tics ». Ce qui distingue le temps propre, c’est qu’étant lié au tenseur
métrique, les lois physiques exprimées a l'aide du temps propre ont une forme plus
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simple que si on utilisait un temps quelconque. C’est donc essentiellement pour une
ratson de commodité que ['on emploie le temps propre et non le temps donné par
une horloge quelconque (Poincaré 1898).

Lorsque ’on considére un étre humain, le temps propre le long de sa ligne d’univers
est également le temps le plus commode pour décrire son évolution physiologique,
étant donnée la nature physique des processus biologiques. En admettant que le temps
physiologique soit bien celut per¢u par la conscience, on pourra imaginer le temps
propre le long d’une ligne d’univers comme le temps ressenti par un observateur
humain qui se déplacerait le long de cette ligne d’univers.

Remarque 2: Comme on vient de le voir ci-dessus, la notion physique fondamentale qui
apparait une fois introduit le tenseur métrique et les lignes d’univers est celle de
temps et non de distance.

2.4.4 Quadrivitesse

L’introduction du temps propre va nous permettre d’associer a chaque ligne d’univers
% un champ de vecteurs tangents indépendant de tout paramétrage. On appelle en effet
quadrivitesse ou 4-vitesse du point matériel dont la ligne d’univers est £ le vecteur de
Tp(&) défini en tout point P € £ par

1dP
= ——— 2.84
v cdr | ( )

ot dP est le vecteur déplacement élémentaire de P en un point de . infiniment voisin
(cf. § 2.2.3) et dr ’élément de temps propre correspondant, suivant (2.80). En terme de
composantes par rapport & un systéme de coordonnées (x®), la relation (2.84) s’écrit,
compte tenu de (2.37),

o Lldz®
Ut = ———

- ) 2.85
c dr ( )

U est par construction un vecteur tangent a Z. Le facteur ¢ dans 'Eq. (2.84) fait qu’il
est sans dimension. Si l'on souhaite donner un sens mathématique rigoureux a la dérivée
(2.84), il suffit de considérer le paramétrage de .Z par son temps propre c7 : @ n’est alors
autre que le vecteur tangent correspondant & ce paramétrage. En combinant (2.80) et
(2.84), on constate que U est un vecteur unitaire pour la métrique g :

u-u=—1| (2.86)
Rappelons que la notation 4 - @ désigne le produit scalaire g(u, u).

Etant donné un paramétrage z® = X*(\) de la ligne d’univers . dans un systéme
de coordonnées (z), on a dP* = X¥d\ [cf. Bq. (2.33)] et dr = ¢ '/ —gas XX d\ [cf.
Eq. (2.82)]. En reportant ces valeurs dans ’'Eq. (2.84), on obtient les composantes de la
4-vitesse par rapport a la base naturelle 9, :

X
Ut = ——o— (2.87)

\/—gWX/‘XV
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Exemple : Prenons pour & [’espace-temps de Minkowski et pour (x) = (ct,z,y, z) un
systéme de coordonnées cartésiennes” correspondant a un référentiel inertiel. Con-
sidérons un point matériel animé d’une vitesse V = dx/dt le long de l'aze x dans
ce référentiel. En prenant t comme parameétre, I’équation de sa ligne d’univers est
donnée par

ct = XOt)=ct
r = X'(t)=Vt
y = X8 =0 (2.88)
z = X3(t) =0,
st bien que .
(X)) = (¢, V,0,0). (2.89)

Puisque le référentiel considéré est inertiel, la matrice g, des composantes de g est
la matrice de Minkowski (2.62). On obtient alors

GuX'XY =~ + V2 (2.90)

En reportant (2.89) et (2.90) dans (2.87), il vient

1 1
(u’, u*, u¥, u®) = : K, 0,0]. (2.91)
V1-V2/c2 \/1—V2/c2 c

On retrouve ainsi les formules bien connues de la relativité restreinte.

Remarque : Contrairement a la vitesse « ordinaire », la 4-vitesse d’une particule matéri-
elle a été définie sans référence a un observateur ou a un référentiel. Il s’agit d’une
quantité absolue, qui ne dépend que de la particule considérée. Ainsi, tout n’est pas
relatif dans la théorie de la relativité...

2.4.5 Quadri-impulsion

Une particule matérielle est caractérisée par une constante m > 0, que 'on appelle sa
masse au repos, ou encore tout simplement sa masse. Cette constante a évidemment la

dimension d’'une masse. A partir de m et de la 4-vitesse @ de la particule, on forme le
vecteur quadri-impulsion (ou 4-impulsion) suivant

pi=mcu| (2.92)

Puisque nous avons choisi la 4-vitesse sans dimension, p a la dimension d’une quantité de
mouvement. Etant donné que la 4-vitesse est tangente & la ligne d’univers de la particule,
il en est de méme de la 4-impulsion (cf. Fig. 2.12). Tout comme pour la 4-impulsion
d’un photon introduite au § 2.4.1, la 4-impulsion contient 'intégralité de la description
physique (non quantique) d’une particule matérielle sans spin ni structure interne. En

7. Rappelons que suivant la convention énoncée au § 2.2.1, nous utilisons ct et non ¢ comme coordonnée
pour que toutes les coordonnées sur & soient homogeénes & des longueurs.
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FIGURE 2.12 — Vecteur 4-impulsion en différents points de la ligne d’univers . d’une particule
matérielle.

particulier, la masse de la particule s’obtient a partir du carré scalaire de p, puisque la
relation de normalisation (2.86) de ¢ conduit &

P =—mic?| (2.93)

g1

2.5 Observateurs

2.5.1 Simultanéité et mesure du temps

Considérons un observateur O, que nous modéliserons par un point matériel de ligne
d’univers .%y. Nous supposerons qu’il est équipé d’une horloge; il peut donc mesurer le
temps propre (que nous noterons t) entre deux événements quelconques le long de sa
ligne d’univers. Il effectue alors une datation des événements de %, en choisissant un
événement de %, comme origine des temps propres (t = 0). Mais comment peut-il dater
les événements qui ne se produisent pas sur sa ligne dunivers ?

Une premiére réponse consiste a attribuer la date ¢4 a tout événement simultané avec
I’événement A de temps propre t4 sur la ligne d’univers de 0. Mais une telle définition
suppose comme donnée a priori la notion de simultanéité. Cette notion va de soi dans la
théorie de Newton qui stipule 'existence d’un temps absolu, indépendant de tout observa-
teur, en référence duquel on peut définir la simultanéité (cf. Fig. 2.13a). Mais il n’en est pas
de méme pour I'espace-temps relativiste ot aucun « découpage » temporel n’est donné a
priori (cf. Fig. 2.13b) : rappelons que les seules structures privilégiées dans I'espace-temps
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FIGURE 2.13 — Simultanéité et datation (a) dans I'espace-temps newtonien; (b) dans I'espace-temps
relativiste.

relativiste sont celles liées au tenseur métrique g. Ce dernier n’induit pas de feuilletage
privilégié par des surfaces du genre espace (comme le feuilletage de ’espace-temps new-
tonien dessiné sur la Fig. 2.13a), la seule structure que 1’on peut associer canoniquement
au tenseur métrique étant celle des cones de lumiére, définis par les vecteurs isotropes de
la forme bilinéaire g (§ 2.4.1).

Henri Poincaré (1898) a été 'un des premiers a remettre en cause la notion de simul-
tanéité comme allant de soi. Il a fait remarquer que nous n’avons pas d’intuition directe
de la simultanéité de deux événements distants ni méme de leur ordre d’occurrence. Il a
montré que ces notions sont intimement liées a la définition du temps lui-méme. Poincaré
arrive & la conclusion que la simultanéité doit résulter d’une convention arbitraire qu’il
convient de préciser. Un critére de sélection entre différentes conventions pourra étre la
recherche d’une forme la plus simple possible pour I’énoncé des lois physiques. C’est ce
méme critére qui nous a fait préférer au § 2.4.3 'usage du temps propre plutot qu’une
autre échelle de temps le long d’une ligne d’univers donnée.

En 1900, Poincaré avance l'idée de synchronisation des horloges d’un observateur en
mouvement par 1’échange de signaux lumineux. Suivant ce principe, Albert Einstein (1905)
a proposé la définition suivante de la simultanéité de deux événements par rapport a un
observateur donné. A cette fin, nous supposerons que notre observateur O est équipé,
en plus d’'une horloge, d’un dispositif d’émission et de réception de photons. Soit A un
événement de temps propre t le long de la ligne d’univers de O et M un événement
quelconque de €. On dira que M est simultané a A pour 'observateur O ssi :

1

ou t; est le temps propre (vis-a-vis de @) d’émission par O d’un photon qui atteint
I'événement M et est réfléchi (sans délai) en M pour atteindre de nouveau I’observateur
O au temps propre to (cf. Fig. 2.14).

Cette définition est trés naturelle et peut s’interpréter naivement en admettant que
le « temps » mis par la lumiére pour aller de O & M est le méme que celui pour aller
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FIGURE 2.14 — Définition einsteinienne de la simultanéité : A et M sont simultanés pour 1’'observateur
O ssi A est situé & mi-temps de ’aller-retour d’un photon de O vers M .

de M a O. Nous disons « naivement » car la notion de « temps de parcours » dépend
de la définition de date adoptée, et donc de la notion de simultanéité. Dans 1'optique
d’Einstein, la définition de la simultanéité ainsi formulée s’accorde bien avec son postulat
de constance de la vitesse de la lumiére. Dans le cadre plus géométrique adopté ici, cette
définition est tout a fait acceptable car elle ne fait intervenir que les cones de lumieére,
qui représentent la seule structure canonique de I'espace-temps relativiste. De plus, cette
définition est opérationnelle : elle est basée sur un critére physiquement réalisable (mesure
du temps d’aller-retour d’un signal électromagnétique).

2.5.2 Espace local de repos

L’ensemble des événements simultanés & un point A de la ligne d’univers de O con-
stitue une sous-variété de dimension 3 (on dit hypersurface) de & qui coupe %, en A (cf.
Fig. 2.15). Nous 'appellerons hypersurface de simultanéité de A pour O.

Une propriété géométrique importante de ’hypersurface de simultanéité est son or-
thogonalité (vis-a-vis du tenseur métrique g) a la ligne d’univers de l'observateur consid-
éré.

Plagons-nous en effet au voisinage du point A. Soit A; I’événement d’émission par O
du photon qui va se réfléchir en M et étre re¢u par O en Ay (cf. Fig. 2.16). Le 4-vecteur
infinitésimal séparant A; et A est ¢dt u, ou u est la 4-vitesse de O. De part la définition
einsteinienne de la simultanéité, le 4-vecteur infinitésimal séparant A et A, est également
cot u. Par ailleurs, écrivons le 4-vecteur infinitésimal séparant A et M comme cdt7i. Le
fait qu'un signal lumineux soit envoyé entre A; et M revient alors a dire que le vecteur
cot U + cot i est du genre lumiére :

(G +7) - (@ +7) = 0. (2.95)
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FIGURE 2.15 — Hypersurface de simultanéité Y5(A) et espace local de repos &5(A) d’un événement
A d’une ligne d’univers .%.

De méme, le fait qu'un signal lumineux soit envoyé de M & A, revient a dire que le vecteur
—cdt 1 + cdt U est du genre lumiére :

(u—mn)-(u—n)=0. (2.96)
En développant les expressions (2.95) et (2.96) et en soustrayant les résultats, on obtient :
u-n=0, (2.97)

ce qui montre que la droite infinitésimale joignant A et M est orthogonale a la ligne
d’univers % (cf. Fig. 2.16).

Réciproquement, si M est un événement de & infiniment proche de A et tel que le
4-vecteur infinitésimal séparant A et M soit orthogonal & u, alors en reprenant le calcul
précédent a l'envers il est facile de voir que nécessairement t = (t; +12)/2, c¢’est-a-dire que
M est simultané a A.

En conclusion, au voisinage de A, les événements de & simultanés a A pour O sont
caractérisés par 'orthogonalité de w(A) et de leur séparation de A. Ils définissent donc un
sous-espace vectoriel de I'espace tangent T4(&'), a savoir le sous-espace vectoriel perpen-
diculaire & u. g étant une forme bilinéaire non dégénérée, ce sous-espace est de dimension
3 (il s’agit donc d’un hyperplan de T4(&)). De plus, cet hyperplan est du genre espace, au
sens ol tous les 4-vecteurs qui lui appartiennent sont du genre espace ®. Nous 1’appellerons
I’espace local de repos de I'observateur O en A. En termes « newtoniens », on peut l'in-
terpréter comme l'espace (& 3 dimensions) & un instant fixé vis-a-vis de l'observateur

0.

Remarque : Il ne s’agit pas de l’espace tel que le « voit » 'observateur O ; ce dernier est
plutot Uhypersurface constituée par la nappe du passé du cone de lumiere a ["instant
considéré.

8. tout hyperplan dont la normale est du genre temps est du genre espace (ezercice : le démontrer).



42

Cadre géométrique

7y

A
0
FIGURE 2.16 — Orthogonalité de AM et @ pour M simultané & A et infiniment voisin de %.

2.5.3 Facteur de Lorentz

Soit O un observateur, de ligne d’univers .. Soit O’ un deuxiéme observateur, dont
la ligne d’univers £’ coupe celle de O en un point O. Soit 7 (resp. 7') le temps propre
de O (resp. @) en O. Au bout d’'un temps propre infinitésimal dr’, O’ se trouve au point
A (cf. Fig. 2.17). Soit alors 7 4 d7 la date attribuée par O a I’événement A (suivant la
procédure décrite au § 2.5.1). Contrairement a ce que prédit la physique newtonienne, dr
n’est pas égal & dr’. Le rapport de ces deux intervalles de temps propre (I'un pour O,
lautre pour ') définit le facteur de Lorentz T' de O par rapport a O :

dr = Tdr'] (2.98)

Exprimons le facteur de Lorentz en fonction des 4-vitesses 4 et @’ de respectivement O
et O'. Soit B le point de .Z considéré comme simultané & ’événement A par ’observateur
O. Notons dr v le vecteur déplacement infinitésimal joignant B & A. Ce vecteur appartient
a I’espace local de repos de 'observateur O ; il est donc orthogonal & 4. Le vecteur v est la
vitesse de O relativement a O, & savoir le déplacement de O par unité de temps propre

de O. Etant donné que @ et %' sont des vecteurs unitaires, on a I’égalité vectorielle (cf.
Fig. 2.17) :

cdr' d' = cdr 4 + dr v, (2.99)
d’oi, en utilisant (2.98),
1
u =T (ﬁ + —17) . (2.100)
c

Par ailleurs, ¥ est dans ’espace local de repos de O en A, si bien que

@7 =0. (2.101)
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FIGURE 2.17 — Intervalles de temps propre dr et dr’ le long des lignes d’univers .Z et %’ de deux
observateurs O et O’ dont les positions coincident en O. B est le point de . considéré comme simultané
de I’événement A par P'observateur O et d7 U est le vecteur déplacement infinitésimal de B en A. dr est
relié a d7’ par le facteur de Lorentz I' : dr = I'dr’.

Le produit scalaire de (2.100) par 4 conduit alors &

=] 2102

ot l'on a utilisé la relation (2.86) de normalisation de la 4-vitesse (4 - © = —1). Ainsi,
du point de vue géométrique, le facteur de Lorentz n’est autre que 'opposé du produit
scalaire des vecteurs unitaires tangents aux deux lignes d'univers considérées.

En prenant le carré scalaire de (2.100) et en utilisant la relation de normalisation

=/

u' - u' = —1 ainsi que (2.101), on obtient
—1=T*-14c?%-9),

d’ou

1 —1/2
= (1 ~- 50 6) . (2.103)
C

Comme U est un vecteur du genre espace (puisqu’appartenant a I’espace local de repos
de O), v- U > 0 et la formule (2.103) montre que l'on a toujours I' > 1 (phénomeéne de
« dilatation des temps »).

2.5.4 Mesures d’énergie et de quantité de mouvement

Soit @ un observateur de ligne d’univers %, et de 4-vitesse uy. Considérons une
particule de masse nulle (photon) ou non (particule matérielle) dont la ligne d’univers .Z
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FIGURE 2.18 — Energie E et vecteur impulsion P d’une particule par rapport & un observateur. . est
la ligne d’univers de la particule et p son vecteur 4-impulsion. % est la ligne d’univers de ’observateur
et Uy sa 4-vitesse.

coupe celle de O en un point O. Soit p le vecteur 4-impulsion de la particule. Rappelons
que P est un vecteur tangent a .Z.
L’énergie de la particule mesurée par ’observateur O est donnée par le produit scalaire

E=—t-pcl (2.104)

Dans le cas d’une particule massive, de masse m, la 4-impulsion p est reliée a la 4-vitesse
U par p = mcu [Eq. (2.92)] et le produit scalaire —y - 4 n’est autre que le facteur de
Lorentz I' de la particule par rapport a O [cf. Eq. (2.102)]. L’Eq. (2.104) conduit alors a

|E=Tme?| (2.105)

On retrouve ainsi la célébre formule de la relativité restreinte.
La quantité de mouvement ou impulsion de la particule mesurée par 'observateur O
est donnée par le vecteur

P =5+ (do- Pt (2.106)

formule que 'on peut écrire

—

E
P=p— (2.107)

Le vecteur P appartient a l'espace local de repos de l'observateur O, puisque par con-

struction .
Uy - P =0. (2.108)
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Puisque 4, est unitaire, on peut voir la quantité F/c définie par (2.104) comme la
composante de p sur ug. De son coté, P constitue la composante de p orthogonale &
Uy (cf. Fig. 2.18). On peut d’ailleurs réécrire (2.107) sous la forme d’une décomposition
orthogonale :

—

E o
p=—uy+ P avec Ug-P =0. (2.109)
c

En formant le carré scalaire de p a partir de cette décomposition en y reportant (2.79)
pour un photon ou (2.93) pour une particule massive, on obtient la relation

E? =m?c' + P- P& | (2.110)

ot m est la masse de la particule (m = 0 pour un photon).

Remarque : Le fait que les formules (2.105) et (2.110) soient les mémes qu’en relativité
restreinte vient de ce qu’il s’agit de résultats de mesures locales (au point O ou les
lignes d’univers de O et de la particule se croisent). La courbure de l’espace-temps,
qui traduit la gravitation et qui n’apparait pas dans les Eqs. (2.105) et (2.110), ne
se fait sentir que lorsqu’on effectue des mesures sur un domaine d’extension finie.

Exemple : Reprenons l'exemple considéré au § 2././, a savoir celui du mouvement d’une
particule matérielle rapporté a un observateur inertiel O. Les composantes de la 4-
vitesse de la particule (par rapport a des coordonnées adaptées a O) étant données
par 'Eq. (2.91), on déduit immédiatement de la formule (2.92) les composantes de
la 4-impulsion

(p°, p*, p¥, p*) = (I'me, 'mV, 0,0), (2.111)

oti m est la masse au repos de la particule et T' = (1 — V?/?)7Y2 = —iy - 4 est

son facteur de Lorentz par rapport a O. Dans le cas présent, les composantes de
4-vitesse de O sont tres simples :

(ud, ud, uf, ug) = (1,0,0,0), (2.112)

et les composantes de gnp (nécessaires pour former les produits scalaires) sont don-
nées par la matrice de Minkowski (2.62). L’Eq. (2.104) conduit alors a

E=—gupuip’c=—(—1x1x7p")kc, (2.113)
c’est-a-dire, en reportant p° depuis (2.111),
E =T'mc*. (2.114)

On retrouve donc bien (2.105).

Par ailleurs, les composantes de "tmpulsion de la particule mesurée par O se dé-
duisent de (2.107) et (2.111) :

(P°, P*, PY, P*) = (0,T'mV,0,0). (2.115)

On en déduit que

P=TmV| (2.116)

ou'V := Va0, est la vitesse de la particule mesurée par l'observateur O. La aussi,
on retrouve une formule bien connue de la relativité restreinte.
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2.6 Principe d’équivalence et géodésiques

2.6.1 Principe d’équivalence

En mécanique classique, le principe d’équivalence stipule que, pour tous les corps, la
masse grave est égale a la masse inerte. En conséquence, tous les corps tombent avec la
méme accélération dans un champ gravitationnel donné. Cette propriété singularise la
gravitation par rapport aux autres interactions : ainsi ’accélération d’une particule dans
un champ électrique donné dépend sa charge électrique (plus précisément du rapport
entre sa charge et sa masse inerte). Cela conduit & penser que la gravitation n’est pas une
propriété des corps eux-mémes, mais de 'espace. La théorie relativiste de la gravitation
— la relativité générale — prend en compte le principe d’équivalence en traduisant la
gravitation par la courbure associée & la métrique g de 'espace-temps . Elle stipule que
les particules tests ne subissant que l'interaction gravitationnelle se déplacent sur des
lignes d’univers qui sont des géodésiques de ’espace-temps vis-a-vis de la métrique g.

Dans un espace muni d’une métrique définie positive (c’est-a-dire ayant une signature
qui ne comprend que des +), les géodésiques sont les lignes de plus courte distance entre
deux points. Dans le cas présent d’une métrique de signature (—, +, +, +), une géodésique
est une courbe qui rend extrémale la distance (définie par le tenseur métrique) entre deux
points. On distingue en effet

e les géodésiques du genre espace qui minimisent la distance parmi toutes les courbes

du genre espace reliant entre deux points;

e les géodésique du genre temps qui maximisent la distance parmi toutes les courbes

du genre temps entre deux points;

e les géodésiques de longueur nulle (ou géodésiques lumiére) qui sont des courbes du

genre lumiére obéissant a 'équation (2.138) ci-dessous.

Les lignes d’univers des particules matérielles étant des courbes du genre temps, le
principe d’équivalence stipule qu'une particule libre de toute interaction autre que gravi-
tationnelle se déplace suivant une géodésique du genre temps, c¢’est-a-dire suivant une ligne
d’univers qui maximise le temps propre entre deux points. On a vu en effet que, pour une
ligne d’univers, la distance métrique n’est autre que le temps propre [cf. Eq. (2.80)].

2.6.2 Equation des géodésiques

Pour déterminer I’évolution d’une particule matérielle dans un champ gravitationnel
relativiste, cherchons donc la ligne d’univers . qui maximise le temps propre 7(A, B)
entre deux points A et B, tel que donné par I'Eq. (2.83).

Soit (z®) un systéme de coordonnées de & au voisinage de .Z et % = X*(\) I'équation
paramétrique de £ dans ce systéme de coordonnées [cf. Eq. (2.6)]. En combinant les

Egs. (2.83) et (2.82), on a
1 [*B N
7(A,B) = —/ \/ —Gap X XP dA, (2.117)
& Aa

9. La définition mathématique de la courbure sera donnée dans au Chap. 4
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ot Pon rappelle que X := dX®/d\. En vertu des équations d’Euler-Lagrange, 7(A, B)
est extrémal (maximal dans le cas présent) ssi

d [ oL oL
il _ 2.11
A (axa) oxa (2.118)

ou L est le « lagrangien » qui apparait dans (2.117) :

Li= L(X*, X") = /=g (X¢)XnX¥ (2.119)
On a 5 5
v ng v
Jxnxv) = e xuxr, 2.12
X (g“ ) Ox® (2.120)
don oL 10
= DI xuxy, (2.121)

oxXe 2L Oz~
Par ailleurs,

%o (ng“X”> = v X" + Gua X" = 290, X", (2.122)
ot I'on a utilisé la symétrie de g,,. On en déduit
oL 1 .
— = ——gap X" 2.123
o0X« Lg H ( )

En dérivant cette expression par rapport au paramétre A, il vient

d (0L 1dL . 1 0g 1 .
R (i PR, (= LS &5 R () 2.124
) <axa> L2 ax7r T L e L9on (2.124)

Reportons les expressions (2.121) et (2.124) dans les équations d’Euler-Lagrange (2.118)
pour obtenir

1 8gw,

1dL . dg -
LRV (I LTS TS P XEXY = 2.125
L ) Jer v Gop 2 0z (2.125)

En écrivant

OGap < p < 1 (0Ga o, « dg 1 (0g dg
o e xv — = (Do v xom 4 S o) — 2 ((How | Cia ) g (2,12
D > (ax“ T AN (2.126)

I'Eq. (2.125) se met sous la forme

av | OYpa g
oxh oxv oz

Gop X" + = ( ) XtXY = k(N) Gap X", (2.127)

ou 'on a défini
(2.128)
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En multipliant matriciellement I'Eq. (2.127) par la matrice inverse g®° [cf. Eq. (2.49)], on
obtient 1’équation des géodésiques cherchée :

X412, XX = k(N)X”| (2.129)
avec
1 dg dg dg
e = _g®® ov poo [ 21
w =59 ((%M T T e ) (2.130)

Les quantités I, sont appelées symboles de Christoffel de la métrique g par rapport aux
coordonnées (z%).

Si 'on choisit de paramétrer la ligne d’univers géodésique .Z par le temps propre T,
alors X* = dX* /dT = cu®, ou u® désigne les composantes de la 4-vitesse associée & &
[cf Eq. (2.84)]. On alors, d’aprés (2.119) et la relation de normalisation de la 4-vitesse
Japuu® = —1, L = c. Ainsi

dL
A=7 = L=c¢ = 5:0 = k(A =0. (2.131)
En utilisant le temps propre comme paramétre, I’équation des géodésiques (2.129) se

simplifie donc en

> X dX*dX"
R =0l 2.132
dr? Wodr  dr ( )

Si 'on suppose connu gug, et donc I'*,,, comme fonction des coordonnées (x%) dans la
région considérée, I'équation (2.132) constitue un systéme de 4 équations différentielles
du second ordre pour les 4 fonctions X*(7). D’aprés le théoréme de Cauchy, ce systéme
admet une solution unique si I'on se fixe les conditions initiales suivantes :

X°(0) =z et X%0)=Ug, (2.133)
ou 29, x}, ¥, 3 sont 4 constantes arbitraires et UQ, U}, U2, U sont 4 constantes vérifiant
gggUg‘U()B = —c?. La donnée de X*(0) correspond a celle d'un point de & et la donnée de
X*(0) = cu®(0) a celle des composantes d’'une 4-vitesse. Ainsi, en un point quelconque
de &, il passe une, et une seule, géodésique du genre temps ayant une 4-vitesse donnée.

Ezxzemple : Si (&,g) est l'espace-temps de Minkowski et () = (ct,x,y, z) un systéme
de coordonnées cartésiennes correspondant a un référentiel inertiel, alors les com-
posantes gop sont données par la matrice de Minkowski (2.62), qui est constante.
On a donc 0gap/0xY = 0 de sorte que les symboles de Christoffel sont identiquement
nuls dans ce cas :

re,, =0. (2.134)

L’équation des géodésiques (2.132) se simplifie alors drastiquement :

> X
dr?

= 0. (2.135)
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Cette équation s’intégre aisément, étant données les conditions initiales (2.133) :
Xr)=UST+ 2. (2.136)

1l s’agit bien évidemment de I’équation d’une droite. On retrouve donc le fait qu’en
relativité restreinte, les lignes d’univers des particules libres de toute interaction sont
des droites.

2.6.3 Géodésiques de longueur nulle

Une courbe du genre lumiére est par définition une courbe dont les vecteurs tangents
sont du genre lumiére. Si P et P’ sont deux points infiniment proches d’une telle courbe,
le vecteur cﬁ’ les reliant est nécessairement du genre lumiére, si bien que le carré de la
distance entre P et P’ défini par I'Eq. (2.77) est

ds* = g(dP,dP) = 0. (2.137)

Cette égalité montre qu'une courbe du genre lumiére est une courbe de longueur nulle de
(€, 9).

On définit une géodésique de longueur nulle ou géodésique lumiére comme une courbe
du genre lumiére qui obéit de plus & une équation identique a I’équation (2.129) obtenue
dans le cas des géodésiques du genre temps :

X412, XX = k(N)X*| (2.138)

Remarque : Une courbe de longueur nulle n’est pas nécessairement une géodésique de
longueur nulle, ainsi que le montre l'exemple 2 ci-dessous. La condition (2.1358) est
donc plus restrictive que le fait d’étre de longueur nulle. Nous verrons au Chap. /
que (2.138) signifie que le vecteur tangent est transporté parallélement a lui-méme
le long de la courbe, autrement dit que la courbe est la «plus droite possible». C’est
effectivement bien le cas pour les géodésiques de [’exemple 1, mais pas pour la courbe
de ’exemple 2.

La différence entre (2.129) et (2.138) réside dans les conditions initiales : si on intégre
(2.138) avec X*(0) qui représente les composantes d’un vecteur du genre lumiére (resp.
du genre temps), on obtiendra une géodésique de longueur nulle (resp. du genre temps).
Une autre différence est évidemment que 'on ne peut pas utiliser le temps propre 7
pour paramétrer des géodésiques de longueur nulle. On peut toutefois toujours trouver
un paramétre A tel que I’équation prenne la méme forme que (2.132) :

X 4+1,X'X" =0]| (2.139)

En effet, considérons un changement de paramétrage A — X = f(\) de la géodésique qui
a pour équation (2.138). Soit 2 = X'*(\') I'équation de la géodésique dans ce nouveau
paramétrage. On a évidemment X*(\) = X'*(\), si bien que

X PX <df)2 dxX'® @2 f

dxX*  dx" df .
dA AN dX®

— et

d\  dN d) d\2 dN?

(2.140)
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En reportant ces valeurs dans 'Eq. (2.138), il vient

PX° e dXMAX” (g)‘ (/@-(A) af & f) dx"

AR A s R ) 2] av

(2.141)

Si 'on choisit f(A) telle que

Y _ e ( /0 g d/_\) | (2.142)

oll a est une constante, alors le membre de droite de (2.141) s’annule et on obtient la forme
(2.139). Les paramétres A pour lesquels I'équation des géodésiques de longueur nulle prend
la forme (2.139) sont appelés paramétres affines de la géodésique. Cette qualification vient
de ce que tout changement de paramétre de la forme

N =a\+0D, a = const., b = const. (2.143)

préserve la forme (2.139) de I'équation des géodésiques |[pour le voir, il suffit de faire
k(A) = 0 dans 'Eq. (2.142)].

Exzemple 1: Plagons-nous l’espace-temps de Minkowski (&, g) et utilisons des coordon-
nées inertielles () = (ct,x,y, z), tout comme dans l’exemple du § 2.6.2. En vertu
de (2.134), Uéquation des géodésiques (2.139) se réduit a X = 0. Cette équation
s’intégre immédiatement en

X(\) = VoA + af,

ot (V< z§) sont des constantes. Tout comme pour les géodésiques du genre temps
[cf. Eq. (2.156)], on constate donc que les géodésiques lumiére de ’espace-temps de
Minkowski sont des droites. Elles doivent étre tangentes aux cones de lumiére, ce
qui impose la restriction suivante sur les constantes (V) :

—(VO)?2+ (V)2 4+ (V)2 + (V?)? = 0.

Exemple 2: Toujours dans l’espace-temps de Minkowski, considérons la courbe € d’équa-
tion paramétrique

ct = X°(\) = RA

r=X'\) = Rcos\

y = X%(\) = Rsin A

z=X3(\) =0,

% - (2.144)

ot R est une contante strictement positive. Dans un diagramme d’espace-temps, €
est une hélice de rayon R et de pas 2w R (cf. Fig. 2.19). Le vecteur tangent associé
a pour composantes

v* = X%= (R, —Rsin\, Rcos A, 0).
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FIGURE 2.19 — Courbe du genre lumiére non-géodésique dans l’espace-temps de Minkowski : cette
courbe est de longueur nulle mais n’est pas une géodésique.

Ce dernier est clairement du genre lumiére :
Gt V? = napv®v? = —R? + R?sin® A + R?cos® A = 0,

de sorte que € est une courbe du genre lumiére. Par contre, il ne s’agit pas d’une
géodésique car

X = (0, —Rcos\, Rsin ), 0) # kX,

si bien que l’équation des géodésiques (2.138) n’est pas vérifiée. Rappelons que dans
le cas présent 'Y, =0 [Eq. (2.131)].

2.7 Exercices

A ce stade du cours, on peut traiter les questions 1 & 4 du probléme B.15 de I’Annexe B
(déviation géodésique).
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3.1 Introduction

Le champ gravitationnel des corps a symétrie sphérique est évidemment d’importance
capitale en astrophysique. Or, il se trouve qu’il existe ’équivalent du théoréme de Gauss
de la gravitation newtonienne en relativité générale : le champ gravitationnel a I'extérieur
d’un corps a symétrie sphérique ne dépend que de la masse totale du corps et non du
détail de sa structure; il est donc de la méme forme pour un trou noir, une étoile ou une
planéte (pour peu que l'on reste dans I'hypothése de la symétrie sphérique). Ce champ
gravitationnel commun est appelé métrique de Schwarzschild. 11 s’agit d'une solution de
I’équation fondamentale de la relativité générale (équation d’Einstein, qui sera introduite
au Chap. 4). Historiquement, il s’agit méme de la toute premiére solution exacte non
triviale. Elle a été trouvée par I'astrophysicien allemand Karl Schwarzschild en décembre
1915 [34], quelques semaines seulement aprés la publication de la relativité générale par
Albert Einstein, en novembre 1915 (I'article d’Einstein ne contenait que des solutions
approchées).
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Pour arriver tout de suite a des applications intéressantes et d’intérét astrophysique,
la présentation de I’équation d’Einstein est différée au Chap. 4. Nous admettrons donc ici
que la métrique de Schwarzschild est la solution de cette équation a I'extérieur de tous les
corps a symétrie sphérique. Outre les applications astrophysiques, 'intérét d’introduire la
métrique de Schwarzschild dés a présent est de mettre en ceuvre a ’aide d’une métrique
concréte (et moins triviale que celle de Minkowski) les concepts vus dans le Chap. 2.

3.2 Meétrique de Schwarzschild

Avant de présenter la métrique de Schwarzschild, voyons tout d’abord comme on traite
la symétrie sphérique et la stationnarité en relativité générale.

3.2.1 Espace-temps statique et & symétrie sphérique

On dit d’un espace-temps (&', g) qu'il est stationnaire s’il existe un systéme de coor-
données (z%) = (2 = ct,a', 2%, 2%) tel que (i) les composantes g,5 du tenseur métrique
par rapport a ces coordonnées soient indépendantes de ¢ :

agaﬂ _

=0 (3.1)

et (ii) le vecteur 8, de la base naturelle associée aux coordonnées (z) soit du genre
temps. La propriété (3.1) fait du vecteur 8, un générateur de symétrie de (&£,g) : le
tenseur métrique ne varie pas lorsqu’on suit les lignes de champ de ce vecteur'. On dit
que 5t est un wecteur de Killing, du nom du mathématicien allemand Wilhelm Killing
(1847-1923). Les vecteurs de Killing obéissent a une équation différentielle établie dans le
Probléeme B.2 page 216. Cette équation, dite équation de Killing s’exprime & l'aide de la
dérivée covariante, qui sera introduite au Chap. 4.
Pour t; € R, I’ensemble

Sy, = {P = (ct,a’, 2%, 7%) € &, t=t} (3.2)

constitue une sous-variété de &, de dimension 3; on 'appelle une hypersurface de &. Un

espace-temps stationnaire dont le vecteur de Killing 5t est orthogonal ? aux hypersurfaces
Y est qualifié de statique.

Par ailleurs, on dit qu'un espace-temps (&, g) est & symétrie sphérique s'il existe un
systéme de coordonnées (z%) = (2° = ct,r,0, ) tel que (i) les surfaces {t = const, r =
const} sont de topologie sphérique et (ii) les composantes du tenseur métrique g par
rapport aux coordonnées (%) s’écrivent

Gop Az dx’ = —N(r,t)*Edt* + A(r,t)%dr* + B(r,t)*(d6? + sin® 0 dp?), (3.3)

1. On peut donner un sens mathématique rigoureux a cette expression, en introduisant la notion de
dérivée d’un champ tensoriel le long d’un champ de vecteurs, que l'on appelle dérivée de Lie.
2. L’orthogonalité s’entend bien siir au sens du tenseur métrique g.
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ou N, A et B sont trois fonctions quelconques, de (¢,7) seulement. On remarque que les
composantes g,s données par (3.3) sont indépendantes de la coordonnée ¢ :

0

s _ . (3.4)
I

Il s’en suit que le vecteur 81,, de la base naturelle associée aux coordonnées (ct,r, 0, )
est un vecteur de Killing. Cela traduit 'invariance par rotation autour de l'axe des z
(z := rcosf). Deux autres vecteurs de Killing d’un espace-temps & symétrie sphérique
sont

é(x) = — singpég — cotfcosp 8_;0 et é(y) = —cCosp 59 + cot fsin ¢ 8_10. (3.5)

IIs correspondent respectivement a l'invariance par rotation autour de 'axe des x (z :=
rsinf cos @) et autour de 'axe des y (y := rsinfsin p).

Remarque : Contrairement a 5;, le vecteur 59 ne constitue pas un vecteur de Killing
d’un espace-temps a symétrie sphérique, car 0g,,/00 # 0, en raison du terme en

sin®@ dans (5.3).

3.2.2 Expression de la métrique de Schwarzschild

Comme mentionné dans I'introduction, nous différons au Chap. 4 la démonstration du
fait que 'espace-temps a 'extérieur d’un corps isolé a symétrie sphérique est indépendant
du détail de la structure interne de ce corps et est donné par la métrique de Schwarzschild.
Cette derniére est une solution de I’équation d’Einstein que I'on peut définir par ’existence
d’un systéme de coordonnées (z%) = (ct, r, 0, ), dites coordonnées de Schwarzschild, telles
que les composantes g,s du tenseur métrique g s’y écrivent

2GM 2GM\ ™
gaﬂdxadxﬁz—(l— ¢ )c2dt2+(1— ¢ ) dr® +r* (0 + sin® 0 de?) |

c2r c2r

(3.6)
Il apparait dans cette expression les constantes fondamentales ¢ (vitesse de la lumiére, cf.
(2.1)) et G (constante de Newton pour la gravitation) :

G =6.6726 x 107" m*kg~'s72. (3.7)

Hormis ¢ et G, 'unique paramétre qui apparait dans (3.6) est la constante M. Cette
derniére dépend du corps central et nous verrons plus bas qu’elle correspond a la masse
de ce corps.

La premiére constatation a faire au vu de (3.6) est que l'espace-temps (&, g) est
statique et & symétrie sphérique. En effet, les composantes de la métrique sont clairement
indépendantes de ¢ et, pour r > 2GM/c2, 8, - 8, = —c2[1 — 2GM/(c*r)] < 0, ’est-a-dire
que 8_; est du genre temps; de part la définition donnée au § 3.2.1, on en conclut que
I'espace-temps est stationnaire. De plus, les composantes g,3 étant diagonales, le vecteur
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(‘i est clairement orthogonal aux hypersurfaces t = const., ce qui montre que 'espace-
temps est statique. Quant a la symétrie sphérique, elle est immédiate car les composantes
Jap données par (3.6) sont de la forme (3.3).

Par ailleurs, 1'espace-temps décrit par la métrique de Schwarzschild est
asymptotiquement plat : M étant constant, on a en effet

. 2GM
lim =
r—400 027“

0, (3.8)

si bien que, lorsque r — 400, les composantes g,g se réduisent aux composantes de la
métrique de Minkowski exprimée en coordonnées sphériques [cf. Eq. (2.65)] :

Jop dz® da’ = —2dt* + dr* + r? (d6* + sin® 6 d?) . (3.9)

Nous verrons au § 3.5.3 que le mouvement de particules massives, tel que donné par les
géodésiques de la métrique (3.6) (cf. § 2.6), se réduit au mouvement keplerien dans un
champ newtonien de masse M lorsque r — +o00. Cela justifie l'interprétation du parameétre
M comme la masse du corps central.

Une autre constatation immédiate au vu de (3.6) est que les composantes g,p sont
singuliéres pour r = Rg, ol

~2GM

Rg :
2

(3.10)

est appelé rayon de Schwarzschild (ou encore rayon gravitationnel) de 'objet central. On
a en effet

lim ggpo =0 et lim g, = co. (3.11)

r— Rg r—Rg

Pour des étoiles ordinaires, ou des planétes, cela n’est pas génant puisque Rg est bien plus
petit que le rayon effectif de I'objet :

Rs(M =1 Mg) =3.0km; Rs(M =1 Mg)=8.9 mm, (3.12)

si bien que l'on a toujours r > Rg (et méme r > Rg!) a lextérieur de ces objets. Nous
verrons qu’on a également r > Rg pour les objets beaucoup plus relativistes que sont les
étoiles a neutrons. Par contre, cela n’est plus vrai pour les trous noirs. Nous discuterons
donc la singularité » = Rg (qui est en fait une simple singularité de coordonnées) dans le
chapitre consacré aux trous noirs (Chap. 5).

3.2.3 Paramétre de compacité

Soit R la coordonnée r de la surface du corps central. On pose

- GM

== . 1
2R (3.13)

La quantité = est sans dimension ; au voisinage de la surface du corps central, elle mesure
la déviation de la métrique de Schwarzschild (3.6) par rapport a la métrique de Minkowski
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masse M rayon R densité p  paramétre de
corps [Mo)] [km] [kgm™®] compacité =
Terre 3x 1076 6 x 10° 5x 103 1010
Soleil 1 7 x 10° 103 1076
naine blanche 0.1al4 ~ 104 ~ 1010 107 a4 1073
étoile & neutrons | 1a ~3 ~ 10 ~ 1018 ~ 0.2
o >~3 (Mg % Ms) 0 0.5
brou noir ~ 10° 20 UA 0 0.5
TABLE 3.1 — Caractéristiques moyennes de divers objets astrophysiques et leurs paramétres de com-

pacité = = GM/(c*R) ~ Rs/R.

(3.9). = est appelé paramétre de compacité, ou encore paramétre de relativité, de 'objet
central. En ordre de grandeur

RS ‘q)surf| ‘Egrav ’
_—Y ~Y
R c? Mc? |

(11

~Y

(3.14)

ol les deux derniéres quantités ne sont bien définies que lorsque le corps central n’est pas
trop relativiste : ®g,¢ est le potentiel gravitationnel newtonien a la surface de 'objet (sous
I'hypothése de la symétrie sphérique, @gyur = —GM/R) et Egny est I'énergie potentielle
gravitationnelle newtonienne du corps central. Rappelons par exemple, que pour une boule
homogene (densité constante), Egay = —3/5 GM?/R.

Les valeurs de = pour différents objets astrophysiques sont regroupées dans le tableau 3.1.

Les objets compacts peuvent étre définis comme les objets pour lesquels = > 107% : ce
sont donc les naines blanches, les étoiles & neutrons et les trous noirs. Ce sont des corps
dont le champ gravitationnel différent notablement du champ gravitationnel newtonien,
I’écart relatif étant =. Si la relativité générale n’est qu'une petite correction pour les naines
blanches (tout au plus = ~ 1073), elle est absolument nécessaire pour décrire les étoiles a
neutrons et évidemment les trous noirs.

Remarque : 1l convient de ne pas confondre compacité et densité : la compacité varie
comme M/R, alors que la densité varie comme M/ R®. Ainsi, on peut avoir des corps
tres denses et trés peu compacts : par exemple, pour le proton, M = 1.66 x 10727 kg
et R~ 1fm = 107" m, si bien que p= M/(4/37R%) =5 x 10" kgm >, alors que
E = GM/(*R) ~ 107%. Bien que de méme densité que les étoiles a neutrons, le
proton n’est absolument pas un corps compact ! Autrement dit, les effets de relativité
générale sont ultra négligeables a l’échelle du proton. Réciproquement, on peut avoir
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des corps trées compacts et trés peu denses : par exemple, pour le trou noir central
de la galaxie M87, de masse M = 3 x 10° M, et de rayon R = Ry = 2GM/c* =
9 x 10° km ~ 60 UA, si l'on définit la « densité moyenne » par p := M/(4/37R?),
on obtient p ~ 3 kgm™?, soit 1/300°™ de la densité de l'eau” !

3.2.4 Théoréme de Birkhoff

Le théoreme de Birkhoff, que nous admettrons *, stipule que la métrique de Schwarzschild
est 'unique solution de I'équation d’Einstein a 'extérieur de tous les corps a symétrie
sphérique, méme si le corps central n’est pas statique (par exemple une étoile qui oscille
radialement). Autrement dit, en symétrie sphérique et dans le vide, le champ gravita-
tionnel est nécessairement statique, méme s’il ne 'est pas dans la zone ot se trouve la
matiere. Le théoréme de Birkhoff est I’analogue relativiste du théoréme de Gauss en grav-
itation newtonienne, qui dit que le champ gravitationnel a ’extérieur des corps a symétrie
sphérique est indépendant du temps (méme si les corps oscillent) et est fonction seulement
de la masse de l'objet central : § = —GM/r? é,.

3.2.5 Meétrique de Schwarzschild en coordonnées isotropes

Les coordonnées de Schwarzschild (¢,r,0,¢) qui donnent lieu a la forme (3.6) des
composantes du tenseur métrique ne sont évidemment pas les seules dans lesquelles on
peut écrire la métrique de Schwarzschild. Effectuons en effet le changement de variable
radiale » — 7 tel que

R\\* Rs
=7r|l4+—= r> —. 1
r T<+47’)’ > (3.15)
Pour 7 > Rg/4 ( <= r > Rg), cette relation est inversible et conduit a
1 R
F:§ [r—l— T(T—Rs)—g} : r > Rs. (3.16)

La relation entre r et 7 est représentée sur la Fig. 3.1.
Autrement dit, on considére les coordonnées

(x%) = (ct, 7,0, ), (3.17)

ot les coordonnées t, 6 et o sont les mémes que pour les coordonnées de Schwarzschild (z®).
En utilisant la formule (2.57) de transformation des composantes de g lors du changement
de coordonnées (z%) — (%), on obtient (ezxercice : le faire)

a 3,8 1_%222 GM472 -2 2 .2 2
Gap dz® da” = — T% cdt” + 1+ﬁ [dr + 7 (d9 + sin Hdgp)].

(3.18)

3. En fait, ainsi qu’on le verra au Chap. 5, le trou noir est une solution du vide de I’équation d’Einstein,
si bien que la densité locale de matiére y est nulle, comme on I’a d’ailleurs indiqué dans le tableau 3.1.
4. On le démontrera partiellement au § 4.6.2, a savoir dans le cas particulier d’un corps central statique.
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FIGURE 3.1 — Relation entre la coordonnée de Schwarzschild radiale, r, et la coordonnée isotrope
radiale, 7 [cf Egs. (3.15) et (3.16)].
La partie spatiale de cet élément de longueur est du type

ds?_ e = U dl? (3.19)

avec U =1+ g}% et

de* := di* + 7 (d6” + sin® 6 d?) . (3.20)
On reconnait en d¢* I'élément de longueur dans I'espace euclidien R® en coordonnées
sphériques. Au vu de Péquation (3.19), on dit que les métriques ds?_.. . et d¢* sont
conformément reliées, via le facteur conforme V. Elles conduisent aux mémes angles en-
tre les vecteurs. Pour cette raison, on appelle les coordonnées (z%) = (ct, 7,0, ) des
coordonnées isotropes. Asymptotiquement, on a [cf. Eq. (3.15)]

re~T, 1T — 400, (3.21)
mais au voisinage du rayon de Schwarzschild :
r~4r, r— Rs. (3.22)

Remarque : Il convient d’insister sur un point : a [’extérieur des corps a symétrie
sphérique, les coordonnées de Schwarzschild (t,r,0, ) ou les coordonnées isotropes
(t,7,6,p) sont tout aussi valables : les écritures (5.6) et (3.18) donnent les com-
posantes d’une méme métrique g — la métrique de Schwarzschild — mais dans
différents systémes de coordonnées. En particulier, v n’a pas plus de sens physique
que T : ce ne sont pas des quantités directement mesurables, mais de simples co-
ordonnées sur la variété d’espace-temps. D’un point de vue purement géométrique,
r donne laire (associée au tenseur métrique g) des sphéres d’invariance liées a la
symétrie sphérique (sphéres {t = const, r = const}) : on voit en effet sur (5.6) que
la métrique induite par g sur ces sphéres est ds? = r? (d92 + sin? 9d<p2). Leur aire
est par conséquent A = 4mwr?. Pour cette raison, la coordonnée r est parfois appelée
rayon aréolaire.
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3.3 Geéodésiques lumiére radiales

Déterminons les géodésiques lumiére radiales (c’est-a-dire a 6 et ¢ fixés) de la métrique
de Schwarzschild. Elles nous conduirons & un nouveau systéme de coordonnées : les coor-
données d’Eddington-Finkelstein.

3.3.1 Recherche des géodésiques lumiére radiale

Plagons nous dans le cadre des coordonnées de Schwarzschild (z®) = (ct,r, 0, ¢). Une
géodésique lumiére est une géodésique de longueur nulle : on doit donc avoir le long de

celle-ci
ds? = gogdx® da’® = 0. (3.23)

Par ailleurs, si I'on suppose la géodésique radiale, alors dff = 0 et dp = 0 le long de celle-ci.
En utilisant les composantes (3.6), la condition (3.23) devient donc

2GM 2GM\ !
—(1- Adt* + (1 - dr® = 0, (3.24)
c2r c2r
c’est-a-dire 0
cap— 3.25)
(1 - 2GM)
c2r
d’ou p
r

Cette équation s’intégre en

"odr Tody
ct:i/ —:iRS/ — (3.27)
T01_2GM :pol_l/fﬂl

c2r!

ot l'on a posé = := c¢*r/(2GM) = r/Rs. L’intégrale sur 2’ se calcule aisément :

T d/ T / T /_1 1 T 1
/ —m/ = / ,x dw’Z/ m,—+dx’:/ (1+ ; >dx’
w 1—1/z w0 T —1 w T -1 0 =1

= z+Injz—1] — 29 —In|ze — 1]. (3.28)

En reportant dans (3.27), il vient

ct ==+ [r—l—Rsln

r
— — 1| | + const. 3.29
w1 (3.29)
En raison du =4, on obtient deux familles de géodésiques radiales, que 'on peut classer
comme suit :

e les géodésiques sortantes, pour lesquelles dr/dt > 0; leurs équations sont

ct =r+ Rsln (RLS — 1) + const. pour r > Rg

(3.30)

ct = —r — Rgln (1 — RLS) + const. pour r < Rg




3.3 Géodésiques lumiére radiales

61

\\j r/Rg
g/

FIGURE 3.2 — Géodésiques lumiéres radiales représentées en coordonnées de Schwarzschild (¢,7) : en
vert et trait plein, les géodésiques sortantes ; en rouge et tirets, les géodésiques entrantes.

e les géodésiques entrantes, pour lesquelles dr/dt < 0; leurs équations sont

ct = —r — Rgln <RLS — 1) + const. pour 7 > Rg (3.31)

ct =r+ Rsln (1 — RLS) + const. pour r < Rg

Ces géodésiques sont représentées sur la Fig. 3.2.
Pour r > Rs, on peut négliger le terme en logarithme dans les Eqs. (3.30) et (3.31),
qui deviennent donc
ct ~ £r + const. (3.32)

On retrouve ainsi ’équation des rayons lumineux radiaux de l’espace-temps plat. On
constate d’ailleurs sur la Fig. 3.2 que pour r > Rg, les géodésiques deviennent des droites
de pente £45°.

3.3.2 Coordonnées d’Eddington-Finkelstein
On se place dans le cas ou r > Rg et 'on définit

u = ct—r— Rgln (L — 1> (3.33)
Rs

v = ct+r+ Rgln <L — 1) (3.34)
Rs
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Alors, d’aprés (3.30) et (3.31), la quantité u (resp. v) est constante sur les géodésiques
lumiére radiales sortantes (resp. entrantes).

On appelle coordonnées d’Eddington-Finkelstein sortantes
(resp. coordonnées d’Eddington-Finkelstein entrantes) les coordonnées (z%) = (u,r, 0, ©)
(resp. (z%) = (v,7,0,¢)). Pour obtenir les composantes du tenseur métrique dans ces
coordonnées, on peut utiliser la loi (2.57) de transformation des composantes tensorielles,
mais nous suivrons ici une autre route. On a en effet, en différenciant (3.33),

du = cdt —dr— dr = cdt fs  qr
B 7 1
dr
du = cdt—1 D (3.35)
d’ou
2
du® = c2dt2—20dtir+ dr 3
ST
Rg dr?
(1—&) du® = (1——) Adt? + —"—— — 2cdt dr
r )T
dr? d
(LS PP P AT
r r (1-— 1) -
d2
(1—@) du? = (1—R—> Ad? — — " —2dudr. (3.36)
r )T
Ainsi ,
d
(1—R—) Adt* + %:—(1 RS)du —2dudr. (3.37)
) r

Le membre de gauche de cette équation n’est autre que la somme des deux premiers
termes de I’élément de longueur ds? = g,5 dx® dz” donné par (3.6). On en déduit immédi-
atement les composantes du tenseur métrique par rapport aux coordonnées d’Eddington-
Finkelstein sortantes :

2GM

c2r

(3.38)

945 da® da® = — (1 - ) du® — 2dudr +r* (df® + sin® 0 dp?) |

On peut faire plusieurs remarques sur cette expression :

e contrairement aux composantes gos dans les coordonnées de Schwarzschild, ou aux
composantes 9ap dans les coordonnées isotropes, les composantes g;5 ne sont pas
diagonales, puisque g,, = —1 # 0.

® g = 0; comme 9,0, = = ¢,r, cela signifie que le vecteur 8, de la base naturelle
associée aux coordonnées (u,r,6, ) est du genre lumiére.

Attention : ce vecteur 8, n’est pas le méme que le vecteur 5r de la base naturelle
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associée aux coordonnées (¢,r,6,¢) : en revenant a la définition premiére (2.14) des
vecteurs d’une base naturelle, on a en effet, pour un champ scalaire f générique,

of of
@), A3)..

e s'il Pon fait du = 0, df = 0 et dp = 0 dans (3.38), on obtient g,z dx® dz? =0 : on
retrouve donc bien que les géodésiques lumiére radiales sortantes sont caractérisées
par u = const, § = const et ¢ = const.

De méme, les composantes du tenseur métrique en coordonnées d’Eddington-Finkelstein

entrantes (z%) = (v,r,0, ) sont données par

2GM

c2r

9ap dz® dz® = — (1 - ) dv® + 2dvdr + r* (df® + sin® 0 dp?) | (3.40)

3.4 Décalage spectral gravitationnel (effet Einstein)

3.4.1 Symétries et quantités conservées le long des géodésiques

L’espace-temps (ou plus précisément la partie de I’espace-temps a 'extérieur du corps
central) décrit par la métrique de Schwarzschild est statique et & symétrie sphérique.
Ces symétries correspondent a quatre vecteurs de Killing : 5t, 810 et les deux vecteurs
donnés par (3.5). Les vecteurs de Killing 5,5 et 5;, sont notés ainsi car ils apparaissent
comme des vecteurs de la base naturelle associée aux coordonnées de Schwarzschild, ou
aux coordonnées isotropes. Donnons-leur un nom qui ne fasse pas appel & un systéme
de coordonnées particulier, mais évoque seulement qu’il s’agit de vecteurs de Killing de
'espace-temps (&, g). Posons :

—

Eoy =8 =c18,| et |&. =8, (3.41)

la notation &Z) venant rappeler que ce vecteur de Killing résulte de I'invariance par rota-
tion autour de I’axe des z; cette notation compléte d’ailleurs celles utilisées dans (3.5).

La propriété fondamentale que nous allons utiliser & de nombreuses reprises dans ce
chapitre est que toute symétrie de I'espace-temps conduit a des quantités conservées le long
des géodésiques. Plus précisément, si € est un vecteur de Killing et si .Z est une géodésique
du genre temps, de tangente unitaire (4-vitesse) 4, la quantité é’ u est constante le long
de Z. 1l est facile de I’établir a partir des expressions relatives aux geode&ques obtenues
au Chap. 2. Pour étre concret, considérons le vecteur de Killing f 5(0 = ¢ 18,. Dire
qu’il s’agit d'un vecteur de Killing revient a dire que les composantes de la métrique sont
indépendantes de la coordonnée ¢ [Eq. (3.1)]. On va raisonner sur le lagrangien L introduit
au § 2.6.2 pour obtenir I’équation des géodésiques via les équations d’Euler-Lagrange. En
injectant la propriété dg,, /0t = 0 dans I'Eq. (2.121), on obtient

oL 1 199,

— I xpxv ). 42
0X0 2Lc Ot 0 (3.42)
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En reportant la nullité de L/9X° ainsi obtenue dans I’équation d’Euler-Lagrange (2.118),

il vient
d ([ OL
— =) =0 3.43
5 (5% .43
Autrement dit, la quantité
L
c.— L (3.44)
0X0

est conservée le long de la géodésique. D’aprés (2.123) et (2.119), cette quantité s’exprime
selon

1. X
C= EQOMXM = gﬂuf' (345)
Via 'Eq. (2.87), on reconnait les composantes u* de la 4-vitesse, si bien que
C' = gou''. (3.46)

Par ailleurs é U = g, u'é, avec & = (1,0,0,0) puisque E: 9. Dol é’ U = go,ut'. En
comparant avec (3.46), on constate que

C=¢ 4. (3.47)

La quantité E -t est donc constante le long de la géodésique Z. Si cette derniére est la
ligne d’univers d’une particule de masse m, il en est donc de méme de la quantité E D,
ol p est la 4-impulsion de la particule, puisque p = mcu et m est une constante. On a
ainsi démontré la propriété importante suivante : si une particule de 4-impulsion p suit
une ligne géodésique, alors

€ vecteur de Killing = £ - p = const. (3.48)

Nous avons établi (3.48) dans le cas d'une géodésique du genre temps. En fait cette
propriété est plus générale : elle s’applique également aux géodésiques lumiére, p étant
alors I'impulsion du photon qui décrit la géodésique. Nous admettrons ce dernier résultat.

3.4.2 Effet Einstein

La conservation de é’ - p le long des géodésiques lumiére radiales va nous permettre
d’obtenir une des prédictions les plus remarquables de la relativité générale : le décalage
spectral gravitationnel, également connu sous le nom d’effet Einstein.

Considérons une classe d’observateurs statiques par rapport aux coordonnées de Schwarzschild

(%) = (ct,r,0,p), c’est-a-dire des observateurs dont la 4-vitesse 4 a les composantes suiv-
antes par rapport aux coordonnées de Schwarzschild :

u® = (u°,0,0,0). (3.49)
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FIGURE 3.3 — Effet Einstein représenté en coordonnées de Schwarzschild (¢,7). La surface de 1'objet
central est située en r = R; les deux lignes verticales sont les lignes d’univers de 'observateur statique
qui émet le photon et de celui qui le regoit. L’énergie du photon par rapport & un observateur statique
est donnée par le produit scalaire entre la 4-vitesse 4 de 'observateur et la 4-impulsion p du photon :
E=—-u-pe.

Du point de vue vectoriel, cela signifie que 4 est parallele au vecteur de Killing 5(0),

puisque ce dernier est égal au vecteur dy de la base naturelle associée aux coordonnées

(%) :

i = u’ €. (3.50)
La relation de normalisation 4 - @ = —1 permet de calculer u°, puisqu’en utilisant (3.6),
il vient
. o 2GM
G- U= gagu®u’ = goo(u’)’ = — (1 - ) (u®)?, (3.51)
d’ou )
2GM\ ?
0
=(1- . 3.52
2= (1-200) .

Considérons a présent un photon émis dans la direction radiale (sortante ou entrante)
par un observateur statique Ogy, situé en r = rq,,. Ce photon décrit une géodésique lumiére
et est requ par un observateur statique O, situé en r = 1. (cf. Fig. 3.3). L’énergie du
photon mesurée par un observateur statique situé & une coordonnée r quelconque est
donnée par la formule (2.104) :

E=—d -pec, (3.53)

ou P est la 4-impulsion du photon le long de sa géodésique. En utilisant successivement
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(3.50) et (3.52), il vient

E = —uoﬁ(o) -ﬁc
2GMN\ TV
= —c|1- - P. 3.54
c < =2, ) £o) P (3.54)
En particulier, au point d’émission,
2GM\ TV
Eem = - 1-— -p em 3.55
(1-20) o w (3.59)
et au point de réception,
2GMN\ VP L
Eree = —c (1 - 2 > <€(0) : p)rec~ (356)

Or d’aprés (3.48), la quantité 5_20) - p est conservée le long de la géodésique lumiére :

(éEO) : ﬁ)rec = (é&O) : ﬁ)em- (357)

Les expressions (3.55) et (3.56) conduisent alors a la relation suivante entre l'énergie
mesurée a I’émission et celle mesurée a la réception :

2GM \ V?
1 —
Eo— | Crem E (3.58)
rec 1 2GM em | .
€ Trec

Puisque énergie des photons est reliée a leur longueur d’onde par E = hc/A, on en
déduit immeédiatement la relation entre les longueurs d’ondes mesurées a ’émission et a
la réception :

2GM \ /?
L= €2 Tree
Arec = W Aem) (3.59)
2 Tem

ou de maniére équivalente le décalage spectral

2GM \ '/
]_ _
/\rec - )\em C2 Trec
2= = 5CAT -1} (3.60)
em 1 _
€ Tom

Il s’agit-1a du décalage spectral gravitationnel ou effet Einstein. Soulignons qu’il s’agit
d’un pur effet de relativité générale et non d’'un décalage Doppler. Les observateurs O,
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et Orec qui mesurent Ao, et Ao sont en effet statiques par rapport aux coordonnées de
Schwarzschild (cf. Fig. 3.3); ils ne sont donc pas en mouvement relatif, si bien que la
relativité restreinte ne prédirait aucun décalage spectral.

Pour I'observation de photons en provenance de sources astrophysiques, on a re, = R
(coordonnée de la surface de l'objet) et 1. = 400, si bien que (3.60) devient

1

z = 1, (3.61)
ou l'on a introduit le facteur de compacité (3.13). On constate que z > 0 : I'effet Einstein
conduit a un rougissement des spectres des sources astrophysiques observées sur Terre.
Pour les corps faiblement relativistes, = < 1 et un développement limité de (3.61) conduit
a

= (E<1). (3.62)
Cette formule fournit une nouvelle interprétation du facteur de compacité, en plus de celles
données par (3.14) : pour un corps non compact, = n’est autre que le décalage spectral
gravitationnel du rayonnement émis depuis la surface de ce corps et regu a l'infini.

Toujours dans le cas ou le corps central n’est pas un objet compact, mais en ne

supposant plus que ’on émet depuis la surface du corps ou que ’on observe depuis l'infini,
on a

2GM 2GM
<1 et
2 Tem 2 Trec

si bien que l'on peut effectuer un développement limité de 1'expression (3.60) et obtenir

Z:GM(l - 1). (3.64)

2
& Tem T'rec

<1, (3.63)

On peut écrire cette formule sous la forme

2= 5 [B(re) — D(ren)] | (3.65)
ot ®(r) désigne le potentiel gravitationnel newtonien :
O(r) = —GTM. (3.66)
Si, de plus,
Tem = 70+ Rem aveC  |hem| < 1o (3.67)
Tree = T0+ Nrec avec  |hpec| <K 1o (3.68)

on peut effectuer un développement limité de (3.64) en hey/ro €t hpec/7o. Il vient ainsi

‘9(7"0)’
Z = 02

(Prec = hem) |, (3.69)

ou g(r) désigne le champ gravitationnel newtonien :

g(r)=——. (3.70)
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FIGURE 3.4 — L’espace-temps de Schwarzschild est invariant par translation ¢ +— t -+ const de la
coordonnée t, ce qui résulte en At = At*™. Par contre, pour les temps propres, A7r"¢ £ A7e™ (effet
Einstein), la relation exacte étant donnée par 'Eq. (3.77).

3.4.3 Effet Einstein comme dilatation des temps

Nous avons mis en évidence l'effet Einstein a partir de la mesure de la fréquence
des photons a I’émission et a la réception. Une autre facon de voir les choses consiste &
comparer le temps propre A7, mesuré par I'observateur O, entre deux événements A;
et Ay de sa ligne d’univers au temps propre A7y, mesuré par I'observateur O, entre les
deux événements B; et By de réception des photons émis en A; et en Ay (cf. Fig. 3.4).

La propriété fondamentale que nous allons utiliser pour relier AT & ATy, est la
stationnarité de I'espace-temps de Schwarzschild. C’est d’ailleurs la méme propriété que
nous avons utilisée ci-dessus pour obtenir la constance de E(o) -p et donc le résultat (3.60).
En effet, si ¢{™ (resp. t§™) est la coordonnée de Schwarzschild ¢ de I'événement A; (resp.
Ay) et 5% (resp. t5°) la coordonnée de Schwarzschild ¢ de 'événement By de réception
du photon émis en A; (resp. By de réception du photon émis en Ap), U'invariance de
I'espace-temps par la translation temporelle ¢ — ¢ + const implique (cf. Fig. 3.4)

free = gom o Ay (3.71)
e = 5 4 At, (3.72)

ou la quantité At est la méme dans ces deux équations. Autrement dit,

t;ec o tliec — tgm _ t‘im . (373)

L’intervalle de temps propre mesuré par O, entre les événements A; et Ay est [cf.
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Eq. (2.83)]

Az
Ar = 1/ \/—g(aB,ap) =
C Ay C ¢

En reportant ggo depuis (3.6), il vient

em

tglll
\/ —g(at, 8,5) dt = vV —900 dt. (374)
t 11

2
em e
1 1

2GM

2
C" Tem

1/2
= (12 2920) " e

De méme, l'intervalle de temps propre mesuré par O,.. entre les deux événements B et
Bs de réception des photons est

9 M 1/2
mrec:(1_ G ) (e — gree) (3.76)

2
C” Trec

En utilisant (3.73), on conclut que

2GM \ ?
N e
ATreC = w ATem . (377)
c? Tem

Il s’agit 1a d’un phénomeéne de dilatation (ou contraction) des temps au sens suivant : si
AT est le temps entre deux tics successifs de ’horloge de Oy, et qu’il informe 'obser-

vateur O, en émettant un signal radio a chaque tic, la suite de tics ainsi pergue par Oy
obéit a la loi (3.77).

Remarque : En écrivant A = ¢T' dans (3.59), on constate que les périodes T du rayon-
nement électromagnétique a [’émaission et a la réception obéissent a la méme relation

que (3.77).

3.4.4 Mise en évidence expérimentale et observationnelle

Expérience de Pound & Rebka (1960)

Cette expérience a consisté a comparer les fréquences de la raie gamma (E = 14 keV,
A = 0.09 nm) de désintégration du *"Fe (isotope instable du fer, de durée de vie 1077 s)
entre le bas et le sommet d’une tour de I’Université d’Harvard [6-1]. On a alors M = Mg =
6.0 x 10** kg, rp = Rg = 6.4 x 10% m, hyee — hem = 22.5 m, si bien que (3.69) donne

2~2x 1071, (3.78)

Ce décalage spectral extrémement petit a pu étre mis en évidence grace a 'effet Moss-
bauer, qui réduit considérablement la largeur de raie Doppler. La valeur obtenue est en
accord avec la prédiction de la relativité générale avec une marge d’erreur d’environ 10%.
L’expérience fut reproduite en 1965 par Pound & Snider [65] qui atteignirent un accord
de 1% avec la relativité générale.
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FIGURE 3.5 — Schéma de l'horloge & atomes refroidis en microgravité PHARAO, qui doit étre
installée en 2016 sur la Station Spatiale Internationale, dans le cadre du projet ACES [Source :
LKB/SYRTE/CNES].

Expérience de Vessot & Levine (18 juin 1976)

Pour augmenter la précision, il fallait accroitre la différence d’altitude entre I’émetteur
et le récepteur. L’idée fut alors de lancer une fusée avec une horloge embarquée et de
comparer sa fréquence avec celle d'une horloge identique restée au sol. L’expérience a été
réalisée sous le nom de Gravity Probe A le 18 juin 1976 avec une horloge atomique a
maser H (A = 21 cm) embarquée sur une fusée Scout D [70]. On a dans ce cas M = Mg =
6.0 x 10?* kg, 7oy = 2.5Rg = 1.6 x 107 m, et 7, = Ry, si bien que (3.64) donne

2z~ —4 x 1071, (3.79)

Bien que considérablement plus grand que (3.78), ce décalage spectral est 10° fois plus
petit que le décalage Doppler dii au mouvement de la fusée! La mesure a été rendue
possible grace a l'utilisation d’un transpondeur & bord de la fusée qui, recevant un signal
du sol, le renvoie & exactement la méme fréquence que celle a laquelle il I'a recu. La
fréquence du signal retour mesurée au sol est décalée par I'effet Doppler du premier ordre,
et ce doublement : une fois a l'aller, 'autre fois au retour (dans les deux cas I’émetteur
et le récepteur s’éloignent I'un de lautre, ce qui donne un décalage vers le rouge). Par
contre, le signal qui revient a la station au sol n’est affecté ni par 1’effet Doppler du second
ordre (di au facteur de Lorentz), ni par l'effet Einstein. Le trajet retour annule en effet
les deux décalages de ce type subis a l'aller. Ayant mesuré 'effet Doppler du premier
ordre par ce biais, on obtient la vitesse de la fusée. On peut alors calculer I'effet Doppler
du second ordre. Ayant les deux effets Doppler, on les retranche au signal et il ne reste
plus que l'effet Einstein. Les résultats de I'expérience de Vessot & Levine ont ainsi été
suffisamment précis pour affirmer que 'accord relatif avec la prédiction de la relativité
générale est de 7 x 107°.

Horloges spatiales & atomes froids : ACES/PHARAO

Le projet ACES (Atomic Clock Ensemble in Space) de 'ESA est un ensemble d’hor-
loges atomiques qui doit étre installé sur la Station Spatiale Internationale en 2016. I1
comprend 1'horloge PHARAO, qui est une horloge & atomes de césium refroidis par laser,
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développée au LNE-SYRTE (Observatoire de Paris) et au Laboratoire Kastler Brossel
(Ecole Normale Supérieure), et financée par le CNES (cf. Fig. 3.5). La comparaison avec
des horloges & atomes froids au sol (fontaines atomiques) devrait permettre d’affiner a
2 x 107° le test de 'effet Einstein, soit un gain d’un facteur 35 par rapport a I'expérience
de Vessot & Levine.

Spectre des naines blanches

Bien que les naines blanches soient essentiellement composées de carbone et d’oxygeéne,
elles possédent en général une trés fine atmosphére d’hydrogéne, dont on peut observer
les raies de Balmer. On a dans ce cas M ~ 1 My et 7y = R ~ 5000 km, si bien que
(3.62) donne

z~ 1073, (3.80)

L’effet n’est donc pas trés facile & mesurer, d’autant plus qu’il faut le distinguer de 'effet
Doppler lié au mouvement de ’étoile par rapport a la Terre. Cela n’est possible que si
la naine blanche a un compagnon ou fait partie d'un amas d’étoiles dont on connait la
vitesse radiale.

La mesure du décalage vers le rouge des raies de la naine blanche Sirius B a constitué
I'un des trois tests classiques de la relativité générale (aprés l'avance du périhélie de
Mercure et la déviation des rayons lumineux au voisinage du disque solaire). La premiére
valeur mesurée par W.S. Adams en 1925 était z = 6.3 x 1075 sur la raie de Balmer Hao,
ce qui s’accordait assez bien avec la valeur découlant du rapport M/R estimé a cette
époque, GM/(c?R) = 8.3 x 1075, et fit conclure a la validité de la relativité générale. Or
le rayon de Sirius B déterminé a cette époque était surestimé. Les valeurs modernes de
M/R conduisent plutét & GM/(c*R) = 2.8 x 107*, ce qui ne correspond pas du tout a
la valeur de z mesurée par Adams. Heureusement, les valeurs actuelles de z concordent
avec ce nouveau GM/(c?R). Pour plus de détails sur cette histoire, on pourra consulter
Greenstein et al. (1985) [53].

Application au GPS

L’effet Einstein constitue a ce jour le seul impact de la relativité générale sur la vie
quotidienne : si on n’en tenait pas compte dans le champ gravitationnel de la Terre
(pourtant faiblement relativiste, cf. Tab. 3.1), le systéme de positionnement GPS serait
complétement inopérant ! Nous détaillons tout ceci dans I’annexe A.

3.5 Orbites des corps matériels

Examinons a présent les trajectoires (orbites) des corps de masse m < M autour
du corps central de la métrique de Schwarzschild. Comme nous ’avons vu au § 2.6, ces
trajectoires doivent étre des géodésiques du genre temps.
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3.5.1 Quantités conservées

Il est facile de voir qu’en raison des symétries de la métrique de Schwarzschild, les
orbites doivent étre planes, tout comme en mécanique newtonienne. Considérons en effet
une particule de masse m et de 4-impulsion p = mcu en un point P de sa ligne d’univers
Z. Soit (tg, 70,00, v0) les coordonnées de Schwarzschild de P. Sans perte de généralité, il
est toujours possible de choisir les coordonnées (6, ) sur la sphére Sy, ., = {t = to, 7 =10}
telles que 0y = /2, po = 0 et la projection orthogonale de la 4-vitesse ¢ de la particule
sur la sphere soit paralléle a 810 : u?(P) = 0. Autrement dit le 2-vecteur (u’,u?®) est
paralléle a I'équateur 6 = /2 de la sphere Sy, .. Si la trajectoire ultérieure déviait vers
un des deux hémisphéres séparés par cet équateur, cela représenterait une brisure de la
symétrie sphérique. Ainsi la particule doit rester dans le plan

m
0= (3.81)

On en déduit immédiatement que, tout au long de la trajectoire, u’ = ¢=*df/dr = 0 :
u’ = 0. (3.82)

Les autres quantités conservées le long de % sont données par la loi de conservation de
£ p le _long des geode&ques établie au § 3.4.1. Appliquons-la aux vecteurs de Killing
£ =8y = 'O, et E(Z) = 0, |cf. Eq. (3.41)] associés respectivement a la stationnarité
et a la symétrie azimuthale : les quantités ¢ et ¢ définies par

c e - -
€= —EE(O) P = —025(0) U |, (383)

£ P=céy - (3.84)

1
m

sont alors conservées le long de la géodésique .. En terme des composantes de 4 par rap-
port aux coordonnées de Schwarzschild, on a e = —c?g,5(9)*u® = —c?gosu?, soit, puisque
gap est diagonale, e = —c?ggou’, avec d’apres (2.84), u® = ¢ 'da®/dr = ¢ d(ct)/dT =
dt/dr (7 étant le temps propre de la particule). En utilisant la valeur de go lue sur (3.6),

il vient R J
g t

1——=] — 3.85

= (1-7) (35

De méme, ¢ = cgn5(0,)u” = cgpu’ = cg,,u?, avec d’aprés (2.84), u? = ¢ 'dp/dr, d’ou
puisque g,, = r?sin® 6 [cf. (3.6)],

d
0=7r?sin?0 27 (3.86)
dr

Les quantités € et ¢ peuvent étre interprétées de la maniére suivante : si la particule
atteint une région infiniment éloignée du corps central, alors §(g) coincide avec la 4-vitesse
d’un observateur statique [cf. Eq. (3.50) avec u® = 1], si bien que ¢ est alors 1'énergie
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par unité de masse de la particule mesurée par cet observateur [cf. Eq. (2.104)]. Par
ailleurs, I’expression (3.86) conduit & ¢ = rsin x (rsinf dy/dt) x dt/dr. Dans la région
asymptotique, si la particule a une vitesse non relativiste (dt/dr ~ 1), ¢ apparait ainsi
comme le moment cinétique (par rapport a Uaze des z) par unité de masse.

On peut voir que les quantités conservées associées aux deux autres vecteurs de Killing
E(m) et E(y) de 'espace-temps de Schwarzschild [cf. Eq. (3.5)] correspondent a la conserva-
tion des deux autres composantes du vecteur moment cinétique, qui sont nulles initiale-
ment par notre choix de coordonnées. Elles sont donc toujours nulles et on retrouve ainsi
le fait que le mouvement orbital a lieu dans le plan z = 0.

3.5.2 Potentiel effectif

Les quantités conservées (3.82), (3.85) et (3.86) permettent d’exprimer 3 des 4 com-
posantes de la 4-vitesse 4 de la particule :

W = <1 . @)_1 = (3.87)

T C
W = 0 (3.88)
( 4

u@ g e —
. )
cr2sin?f  cr?

ou l'on a utilisé sin # = 1 puisque # = 7/2. La 4éme composante est obtenue via la relation
de normalisation ©-4 = —1. Comme les composantes g,z du tenseur métrique par rapport
aux coordonnées de Schwarzschild sont diagonales [Eq. (3.6)], il vient

goo(u®)? + gw(u”)2 + ggg(ue)2 + gw(u"’)2 = —1. (3.90)

En utilisant les valeurs (3.6) de g,s (avec sinf = 1), ainsi que les expressions (3.87)-(3.89),

on obtient L ) ,
RS e RS B 2 J4

—(1-== — 11— " = —1. 3.91

( r) c4+( 7") (u)+02r2 ( )

Etant donné que [cf. Eq. (2.84)]

1dr
= 3.92
v A (3.92)
et Rg = 2GM/c* |[Eq. (3.10)], 'Eq. (3.91) peut étre réécrite comme
LNy = (3.93)
2 \dr o= o | ‘
ou l'on a défini
GM 0?2 GM?
= — — = —— | 94
Ver(r) r N 22 c2r3 (3:94)

Rappelons que dans ces formules, les quantités € et £ sont des constantes. L'Eq. (3.93) ap-
parait alors tout a fait analogue a I’équation de conservation de ’énergie mécanique d’une
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particule non relativiste en mouvement unidimensionnel (variable de position = r) dans
le potentiel Veg(r). Pour cette raison Veg(r) est appelé potentiel effectif du mouvement
géodésique dans la métrique de Schwarzschild.

Examinons la limite newtonienne des équations (3.93) et (3.94). Nous avons vu que €
s’interpréte comme 'énergie de la particule par unité de masse mesurée par un observateur
statique distant du corps central. Ecrivons donc

2+ F E
£ = meT+ Bo A+ =2 (3.95)
m m

Dans le cas relativiste, cela revient & définir £y comme me auquel on a retranché ’énergie
de masse au repos mc?. A la limite newtonienne, Ey n’est autre que 1’énergie mécanique
de la particule (somme de ’énergie cinétique et de I’énergie potentielle gravitationnelle).

On a 24 g 5
5_02—0(1+ °>, (3.96)

2c2 m 2mc?

A la limite newtonienne, Ey/(mc?) < 1 et le troisiéme terme du membre de droite de
(3.94) est négligeable devant le deuxiéme, si bien que 'Eq. (3.93) devient

1 (dr\> ew E

3 <d_) V) =0 (3.97)
avec aM 42

‘/;r;feWt(T) = - ” + ﬁ (398)

Le temps propre 7 coincide évidemment dans ce cas avec le temps universel newtonien et
on reconnait dans (3.97)-(3.98) I’équation qui régit la partie radiale de la vitesse dans le
mouvement keplerien autour de la masse M.

Revenons au cas relativiste et étudions le potentiel effectif (3.94). En faisant apparaitre
le rayon de Schwarzschild Rg = 2GM/c? et en introduisant le paramétre sans dimension

- 14 ct
(= — = —— '
cRs _ 2GM’ (3.99)
Vg se met sous la forme
c? RS RQ RS
Ver(r) = 5 (—7 +03 - Ezr—gs’) . (3.100)

Les extrema de Vg sont donnés par

2
dVeg ¢ Rg (1 _ 2@238

r 72

R2
pl + 307 S) =0, (3.101)

autrement dit par

2
T T
— ) =22 — 30? = 0. 3.102
(RS) <R5>+ ( )
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FIGURE 3.6 — Potentiel effectif défini par 'Eq. (3.94) et donnant la partie radiale du mouvement
géodésique d’une particule matérielle dans ’espace-temps de Schwarzschild. Les différentes courbes cor-
respondent & différentes valeurs du « moment cinétique » par unité de masse ¢ de la particule, exprimé
en unités de GM/c. La courbe en traits pointillés fins est celle du cas newtonien pour ¢ = 5GM/c. La
courbe en traits pointillés longs est la courbe du cas critique £ = 2¢/3GM/c ~ 3.4641GM /c. Les cercles
pleins marquent les positions d’équilibre stable pour les orbites circulaires. Le cercle entouré correspond
a la derniére orbite circulaire stable (ISCO) en r = 3Rs.

Ce trinome en r/Rs admet des racines si, et seulement si, /* — 3(2 > 0, c’est-a-dire si, et
seulement si, /2 > 3, soit

0] > Lo := V3. (3.103)
La valeur critique de ¢ correspondante est [cf. (3.99)]
GM
ot = 2V/3 — | (3.104)

Pour |l| > leit, Ve admet deux extrema, situés en

r 3 "'mi 3
maX:ZZ 1_ 1_T t Lm:? 1 1—T . 3105
Rs 2 © Rg " 2 ( )

Tmax (T€SP. Tmin) correspond & un maximum (resp. minimum) de Vg (r) (cf. Fig. 3.6)°.
Pour |£] = £, ces deux extrema convergent en un point d’inflexion et pour [¢| < ley, il
n'y a aucun extremum : Vg(r) est une fonction strictement croissante.

5. NB : rmax < "min, les indices ‘max’ et ‘min’ se rapportant aux extrema de Veg (1), et non a la valeur
de r.
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Cette situation est différente du cas newtonien, ou dés que ¢ # 0, Vog(r) présente tou-
jours un minimum et pas de maximum (cf. la courbe en pointillés fins sur la Fig. 3.6, dont
le minimum est indiqué par un cercle non rempli). La remontée du potentiel newtonien
lorsque 7 — 0 est due au terme ¢*/(2r?), qui domine alors le potentiel gravitationnel
—GM/r [cf. Eq. (3.98)] : il s'agit de la barriére centrifuge qui interdit a la particule
d’approcher r = 0 lorsque ¢ # 0. Le cas relativiste différe du cas newtonien par le terme
additionnel —GM(?/(c*r®) dans Vg (r) [comparer les Eqgs. (3.94) et (3.98)]. Lorsque 7 — 0,
ce terme en 1/r% domine le terme centrifuge en 1/r? et, étant de signe opposé, provoque
Vet (1) — —o0 plutot que Veg(r) — +o0.

3.5.3 Orbites circulaires

Lorsque |f| > {4, des considérations sur 'Eq. (3.93) tout a fait analogues a celles
sur le mouvement potentiel unidimensionnel en mécanique classique font conclure que le
point r = ry;, est une position d’équilibre stable. Comme il s’agit d’une valeur fixe de r,
cela correspond a une orbite circulaire. La valeur de r est reliée a ¢ via I'expression (3.105)

de rmin -
e 122 (3.106)
Rs 2] '

Désignons par €2 la vitesse angulaire orbitale de la particule mesurée par un observateur
statique a l'infini. On peut la calculer de la maniére suivante. Supposons que la particule
émette un photon dans la direction radiale depuis un point de coordonnées (5™, 7o =

em

r, /2,05 = o) et que ce photon parvienne & un observateur statique distant O en un
point de coordonnées (1%, 7ree, T/2, 1), avec T > 1 et 1 = o (puisque le photon
emprunte une géodésique radiale). Supposons que la particule émette un deuxiéme photon
en direction de l'observateur O lorsqu’elle a fait un tour complet sur son orbite : les

coordonnées de cet événement sont (5™, rem = 1, 7/2, 5" = o + 27) avec

1o\ !
o =" 42 | — . 3.107
2 ! < dt > ( )

Soit alors (5%, Tvec, /2, o) les coordonnées de la réception du photon par O. Nous avons
vu au § 3.4.3 qu’en vertu de la stationnarité de I'espace-temps de Schwarzschild,

tgoc _ tiec — t;m _ t(llm (3108)

[cf. Eq. (3.73) et Fig. 3.4]. Par ailleurs, puisque l'observateur O est situé dans la région
asymptotique, son temps propre est donné par la coordonnée de Schwarzschild ¢. La vitesse
angulaire qu’il mesure en comptant le temps écoulé entre la réception des deux photons

est donc 5
Q=" _ (3.109)

" 4rec rec
t2 - tl

Au vu de (3.108), il vient

Q- T __ (3.110)

T 4em em’
t2 - tl
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soit, d’apres (3.107),

de
O=—|\ 3.111
On peut alors utiliser (3.85) et (3.86) et écrire
dp dp dr { 9 Rg\ _, 4 Rg\ ¢
0=_ T _° i - (1-2B)E 112
dt dr ~dat ¢ r )€ € r)r? (3:112)

Il s’agit maintenant d’exprimer ¢/¢ en fonction de r. Puisque dr/dr = 0, on tire de (3.93)

g2 — ¢t

e = ) 11
Varlr) = 5, (3.113
d’oi1, en utilisant 'expression (3.100) de Veg(r) :
2 2
£ 4 Rs 1 Rs
E_ A bsy L (bs 3.114
a0 [ () S

Or la relation (3.106) entre r et ¢ conduit &

-1
Rs 1 3 1 3 3\1*
'FZEG+ “7% :ﬁ<“‘1‘?>b‘0‘?” o B

c’est-a-dire
Ry 1 3
21—yl =-=]. 11
r 3 ( €2> (8-116)

(%)2:% [2 (1_ 1_%> _%] (3.117)
. ) , (3.118)

d’ou on tire

1 _R Rs\”

7= 27S ~3 (TS> : (3.119)
En reportant cette valeur de /=2 dans (3.114), il vient
2 Rs\’ R

2—2 = 2¢4 <1 - TS) - (3.120)

soit [cf. (3.99)]

62 62 RS 2
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ou encore

g_l Rs7“ Rs =
E_E’/TG 7) . (3.122)

C’est la valeur du rapport £/e cherchée, que I'on peut reporter dans (3.112) pour obtenir

I’expression trés simple
| Rs
Q=c\/— 3.123

c’est-a-dire, en exprimant Rg en fonction de M [Eq. (3.10)],

(3.124)

Ce résultat a de quoi surprendre : on obtient exactement la méme formule que dans le
cas newtonien ! Tous les termes relativistes, en Rg/r, se sont simplifiés en cours de calcul.
Il s’agit en fait d’une coincidence, sans sens physique particulier. N’oublions pas en effet
que r n’est qu’'une coordonnée sur ’espace-temps &. Si on utilise plutét la coordonnée
isotrope 7 introduite au § 3.2.5, la formule devient [cf. Eq. (3.15)]

M AP
0= G_—<1+Rb> , (3.125)

73 47

et contient donc clairement une correction relativiste en Rg/7.

Le résultat (3.124) justifie 'interprétation du paramétre M de la métrique de Schwarzschild

comme la masse du corps central : dans la région asymptotique, pour r > Rg, la coor-
donnée r s’interpréte comme la distance physique au corps central et la loi (3.124) n’est
autre que la loi keplerienne du mouvement orbital circulaire newtonien autour d’un objet
sphérique de masse M.

3.5.4 Derniére orbite circulaire stable

Nous avons vu ci-dessus que les orbites circulaires stables n’existent que pour |¢| >
leit @ en dessous de loy le potentiel effectif Vig(r) n’admet en effet pas de minimum
(cf. Fig. 3.6). Comme r est une fonction croissante de ¢ pour les orbites circulaires [cf.
Eq. (3.106)], on en déduit 'existence d’une orbite de plus petit r correspondant a |[¢| =
lerit- Nous l'appellerons derniére orbite circulaire stable ou encore ISC'O, des initiales de
Ianglais innermost stable circular orbit. La valeur de la coordonnée de Schwarzschild r
de cette orbite est obtenue en injectant la valeur (3.103) de £ dans (3.106) :

6GM
2 |

risco = 3Rs =

(3.126)

Pour des objets non compacts, on a 3Rg < R ou R est le rayon de l'objet, si bien que
I'ISCO n’existe pas. La vitesse angulaire orbitale a I'ISCO s’obtient en reportant rigco
dans (3.124) :

1

Qisco =
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FIGURE 3.7 — Potentiel effectif défini par 'Eq. (3.94) dans le cas ot le « moment cinétique » par unité
de masse ¢ de la particule vaut ¢ = 4.2 GM/c. Le segment de droite horizontal correspond a une valeur
de ¢ telle que € < ¢?, ce qui assure une orbite liée, avec des valeurs de r oscillant entre 7,e, (périastre) et
Tapo (apoastre).

ce qui correspond a la fréquence orbitale suivante

~ $hsco 1 Mg
fisco = 522 = 2.20 < =2 ) i (3.128)

3.5.5 Autres orbites

Reprenons les considérations sur I’équation (3.93), en ne supposant plus les orbites
circulaires. On constate ainsi qu’il existe des orbites liées pour

] > leie et < (3.129)

la premiére condition assurant que le potentiel effectif Vog(r) a une forme de puits (cf.
Fig. 3.6) et la deuxiéme que la particule reste piégée dans ce puits, en rendant négatif
le membre de droite de (3.93). La position radiale de la particule oscille alors entre deux
valeurs de 7, 7per (periastre) et rapo (apoastre) vérifiant rpe, < rapo (cf. Fig. 3.7). rpe et
Tapo S'Obtiennent en effectuant dr/dr = 0 dans (3.93). De maniére similaire & (3.114), on

obtient
2 R Rs\ 2
S (1— S) [1+P (—S> ] , (3.130)
C T« T«
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ol 1, désigne rper OU Tapo. Lies valeurs de 7per €t 755, s’obtiennent donc comme les racines
de I’équation du troisiéme ordre ci-dessus.

Etablissons & présent I’équation de l'orbite, sous la forme d’une équation différentielle
pour la fonction ¢(r). On tire de (3.93) que

2 2
_j:\/——cz—QVBﬁc—:I:c\/i (1—%) <1+€2R ) (3.131)

o, pour obtenir la deuxiéme égalité, nous avons utilisé la forme (3.100) pour Vig(r). Par
ailleurs, dy/dr est donné par (3.86) avec sinf =1 :

dp /
ap L 132
dr  r? (3.132)
En combinant (3.131) et (3.132), on élimine 7 (dp/dr = dy/dr x dr/dr) et on obtient
I’équation cherchée :
dy ¢ [e R 7RS ~1/2
— =+— 1—— 147 . 3.133
dr cr? {04 ( T * ( )

Examinons la limite newtonienne de cette équation. A cette fin, utilisons (3.95) pour
exprimer € en fonction de la quantité Fy qui tend vers ’énergie mécanique newtonienne.

Il vient ”»
d By \ B, 2GM 21~
e ié Kz+—0> By | 26 (1—@) E—} . (3.134)

dr mc2 ) m r r ) r?

Cette équation reste tout a fait générale : ce n’est qu’'une réécriture de (3.133) qui fait
apparaitre Ey a la place de € et ot I'on a remplacé un terme Rg par 2GM/c?, ainsi que
(Rg par {/c. Nous sommes maintenant en mesure de prendre la limite newtonienne : elle
consiste a faire Ey/(mc?) < 1 et Rg/r < 1. Il vient ainsi

d ¢ (. Ey 2GM 2\ '
= (2—0 ¢ ——) (lim. newtonienne). (3.135)

dr 72 m r r2

En posant u = 1/r, cette équation devient

de l

B,

) (3.136)
2— + 2GMu — 0*u?

Par un changement de variable affine v’ = au+b, 'Eq. (3.136) s’intégre en ¢ = arccos v+
o, de sorte qu’il vient

1 1
=—-=—(1 3.137
u= 7= (1 +ecosy), (3.137)
ou p et e sont les fonctions suivantes de Fy et £ :
> 2E0?
p= et e=4/1+ 1. (3.138)

GM G2M?
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FIGURE 3.8 — Avance du périastre (fortement exagérée dans le cas de Mercure).

On reconnait dans (3.137)-(3.138) I’équation de l'ellipse keplerienne. Tout comme pour les
orbites circulaires discutées au § 3.5.3, nous retrouvons donc la bonne limite newtonienne
dans le cas des orbites liées générales. Cela confirme 'interprétation du paramétre M de
la métrique de Schwarzschild comme la masse du corps central.

3.5.6 Avance du périastre

Dans le cas relativiste, les orbites ne sont plus des ellipses. Mais elles pourraient rester
des courbes fermées. Pour le savoir, il faut intégrer I'Eq. (3.133) entre deux passages suc-
cessifs au périastre (1 = 7pe;). Si la variation Ay de ¢ ainsi obtenue est exactement égale
a 2, orbite est fermée. Sinon, il y a avance du périastre (cf. Fig. 3.8), dont 'amplitude
est donnée par

Spper == A — 2. (3.139)

En intégrant (3.133), en tenant compte de ce que dp/dr > 0 lorsque 7 croit de 7per & Tapo
et do/dr < 0 lorsque r décroit de r,,0 & 7per, OL Obtient

/ Tapo 1 2 2 —-1/2
Ap = _/ _2{5_4_(1—&) (1+1?2R—§)1 dr
cl)..  r?c r r

per

0 [reer 1 g2 R  R2 —1/2
_E/T 5 [g _ (1 _ 7) (1 47 ﬁ)} dr. (3.140)

On a en fait deux fois la méme intégrale, si bien que
26 T‘apo 1 82 RS —2R§ —1/2
5§0per - ? /rper ﬁ |:g - <1 - T) (1 + 14 ? dr — 2. (3141)

On peut montrer qu’en dehors de la limite newtonienne, d¢pe n'est jamais nul. En partic-
ulier, pour des orbites faiblement relativistes (développement au premier ordre en Rg/7),
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on obtient, aprés quelques calculs que nous ne détaillerons pas ici,
GM) ?

(SQOper = 67 (7 (3142)

En utilisant la valeur newtonienne de ¢ donnée par (3.138), (2 = GMp avec p = a(1 — €?),
a = demi grand axe de 'ellipse, e = excentricité de l'ellipse, il vient

GM
(Sgoper = 67Tm . (3143)

Le tout premier test de la relativité générale a été basé sur cette formule et a été donné
par Albert Einstein dés la publication de sa théorie en 1915 [20]. II s’agit de l'avance du
périastre (périhélie) de la planéte Mercure autour du Soleil. Les paramétres dans ce cas
sont M =1 My = 1.989 x 10 kg, a = 5.79 x 101 m et e = 0.206, de sorte que 'on
obtient

§Pper = 5.0 x 1077 rad. (3.144)

Il s’agit-1a de 'avance du périastre au bout d’une orbite. Comme la période orbitale de
Mercure est de 88 jours, I'effet cumulé au bout d’un siécle est

Apper = 43", (3.145)

Pour des systémes beaucoup plus relativistes comme les pulsars binaires, on a (Will
(2006) [72])

pper (PSR B1913+16) = 4.2° /an (3.146)
e (PSR J0737-3039) = 16.9° /an. (3.147)

Remarque : Dans cette section sur le mouvement des particules matérielles autour d’un
corps central, nous n’avons a aucun moment parlé de force gravitationnelle : ce
concept n’existe pas en relativité générale. Toutes les propriétés ont été dérivées a
partir des géodésiques du genre temps de la métrique de Schwarzschild. En partic-
ulier, nous avons retrouvé les ellipses képleriennes, non a partir de la loi de Newton,
mais comme des géodésiques de la métrique de Schwarzschild lorsque r > GM/c?.

3.6 Trajectoires des photons

Intéressons-nous a présent aux géodésiques lumiére de la métrique de Schwarzschild.
Nous avons déja traité le cas des géodésiques lumiéres radiales au § 3.3. Passons & présent
au cas général.

3.6.1 Potentiel effectif

Le raisonnement est tout a fait similaire a celui effectué pour les géodésiques du genre
temps au § 3.5. Si 'on désigne par p la 4-impulsion du photon, les symétries de la métrique
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de Schwarzschild impliquent que la trajectoire d’un photon reste dans un plan, que l'on
choisit étre § = m/2, et que les quantités suivantes

e:=—clo)-P (3.148)

0:=€L P (3.149)

sont conservées le long de la géodésique décrite par le photon. Si le photon atteint la
région asymptotique (r > Rg), € et ¢ s’interprétent comme respectivement ’énergie et le
moment cinétique du photon mesurés par un observateur statique. On déduit des quantités
conservées les trois composantes suivantes de la 4-impulsion par rapport aux coordonnées

de Schwarzschild :

R —1
P o= (1——S> = (3.150)
T C
P’ =0 (3.151)
¢
o= (3.152)
La relation (cf. § 2.4.1)
p-p=0 (3.153)

permet alors d’obtenir la quatriéme composante, puisqu’elle conduit & °

900(0°)* + 9rr(0)? + 900 (1) + 9o (p)* = 0. (3.154)
En utilisant les valeurs (3.6) de gop et les expressions (3.150)-(3.152), on obtient
Rs 62 62
)2 1—-— | === 3.155
")+ ( r )2 2 ( )
Introduisons un parameétre affine A le long de la géodésique lumiére tel que

dP

N’

—

p=/{ (3.156)
ou cﬁ est le vecteur déplacement élémentaire introduit au § 2.2.3. Puisque ¢ est constant
le long de la géodésique, sa présence dans (3.156) revient a choisir le parameétre affine A
(cf. § 2.6.3). La formule (3.155) peut alors étre réécrite comme

() 17 157

avec

Ueit (1) = k= <1 — &) : (3.158)

6. On utilise le fait que les composantes g,3 de g par rapport aux coordonnées de Schwarzschild sont
diagonales.
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et

20?

b= — | (3.159)

Ainsi, tout comme pour les particules matérielles, la partie radiale de la trajectoire du
photon obéit & une équation de mouvement unidimensionnel dans un potentiel effectif.
La différence est que le potentiel effectif Udg(r) est unique : il ne dépend pas de /. Les
trajectoires des photons sont donc entiérement déterminées par le parameétre b. Ce dernier
a la dimension d’une longueur et s’interpréte comme le paramétre d’impact pour les
photons arrivant depuis l'infini. En effet, considérons un photon émis en un point de
coordonnées 0 = /2, T = Tem COS Pem, Y = Yem = Tem SIN P avec une impulsion dans la
direction de 'axe x. Supposons 7y, > Rs et @on, petit. La trajectoire du photon est alors
initialement & y constant : ¥y = Yom €t Yo constitue le paramétre d’impact du photon
vis-a-vis du corps central. On a, en début de trajectoire, y = Yo, = 7 8in @ ~ ¢ (puisque
@ est petit), d’on

oo yTH (3.160)
En dérivant par rapport a la coordonnée ¢, il vient

dp  Yem A CYem

e r2 dt  r?
ou 'on a utilisé dr/dt ~ —c. Par ailleurs, (3.156), (3.150) et (3.152) conduisent a

dt 1 Rs\ *
- = —_(1=== .162
d\ cb< ) (3.162)

: (3.161)

,
dy 1
Y = — 1
dA r2’ (3.163)
d’on, en écrivant dy/dt = dp/d\ x d\/dt,
de cb Rg
o1 ==, .164
dt  r? ( r ) (3.164)

Dans la région asymptotique, on peut négliger le terme en Rg/r. L’identification avec
(3.161) conduit alors a
b = Yem, (3.165)

ce qui montre que b est le paramétre d’impact du photon qui arrive depuis 'infini.

3.6.2 Allure des trajectoires des photons

Le potentiel effectif Ueg est représenté sur la Fig. 3.9. Il n’a pas de minimum et un
unique maximum en

3GM

2 Y

3
Terit = §RS - (3166)

C

qui vaut

4 ct
TTRE T 21GEM? (3.167)

max Ueff = Ueff (rcrit>
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FIGURE 3.9 — Potentiel effectif Ueg (r) défini par 'Eq. (3.94) et donnant la partie radiale du mouvement
d’un photon dans I'espace-temps de Schwarzschild. Les lignes horizontales correspondent a deux valeurs
du membre de droite b=2 de I'Eq. (3.157) : la premiére vérifie b < by (ligne du haut) et la deuxiéme
b > beit (ligne du bas).

Cet extremum correspond & une position d’équilibre pour r : il s’agit donc d’une orbite
circulaire pour les photons. Mais comme il s’agit d’'un maximum et non d’un minimum
de U.g, cette orbite est instable.

D’aprés la forme de I'Eq. (3.157), on voit que les photons en provenance de l'infini
avec un paramétre d’impact b tel que b2 < max U,z vont « rebondir » sur la barriére de
potentiel constituée par Uy (cf. Fig. 3.9) : ils vont donc repartir vers 'infini. Par contre,
les photons pour lesquels b2 > max Uyg (petit paramétre d'impact) « passent au dessus »
de la barriére de potentiel (ligne du haut sur la Fig. 3.9). Si le corps central est un trou
noir, ils sont alors irrémédiablement piégés. La valeur critique du paramétre d’impact, qui
vérifie b2 = max Uy est, d’apreés (3.167),

bait = —— Bs | (3.168)

3v/3
2

Il ressort de ’analyse ci-dessus qu'un observateur distant ne peut recevoir de photons de
paramétre d’'impact b < be. Le trou noir lui apparait alors comme un disque noir de
rayon apparent R, = bqi et non Rg (cf. le probléme B.12 pour plus de détails et des
valeurs numériques relatives a des trous noirs connus).
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FIGURE 3.10 — Déviation des rayons lumineux au voisinage du Soleil.

3.6.3 Déviation des rayons lumineux

On tire de (3.157)
d
é — 4 [b72 = Ue(r)] . (3.169)

En combinant avec (3.163), on élimine A pour obtenir

do _ :I:% (672 — Ua(r)] 2.

3.170
dr T ( )

En remplagant Ueg(r) par sa valeur (3.158), on obtient I’équation différentielle qui régit
la trajectoire des photons dans le plan 0 = 7/2 :

dy 171 1 Rg\1 2

Un photon qui arrive depuis 'infini avec un parameétre d’impact b > b5 voit sa valeur
de r diminuer jusqu'au point rpe ot il « butte » sur la barriére de potentiel Uss. Sa
valeur de 7 augmente ensuite lorsque le photon repart vers I'infini. Le minimum de 7, rpe,
(périastre), est obtenu en faisant dr/d\ = 0 dans 'Eq. (3.169) ; il vient

1
= Ther — Tper + Rs = 0. (3.172)
La résolution de cette équation du troisieme degré fournit ., en fonction du parametre
d’impact b et de la masse M du corps central (via Rg).

La variation totale de l’angle ¢ lors du trajet du photon est obtenue en intégrant
PEq. (3.171) :

e 1[0 ] Rs\ 112 oo 1M1 Rs\1 V2
Ap = — == (1-= d == (1= d
e[ nlEn ()] e[ EEa(T))
(3.173)
c’est-a-dire
o 11 Rs\ ]2
A@:2/Tper ﬁ |:ﬁ_r_2<1_7>_ dT. (3174)

Considérons le cas d’un corps non compact, comme le Soleil. Le paramétre d’impact
doit étre supérieur au rayon de l'objet R : b > R. Comme R > Rs (objet non compact),
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on a alors nécessairement b > Rg et on peut effectuer un développement de l'intégrant
dans (3.174) par rapport au petit paramétre Rg/b. Le calcul, que nous ne détaillerons pas
ici, conduit au résultat suivant :

La déviation par rapport & un trajet en ligne droite, pour lequel Ap = 7, est alors (cf.
Fig. 3.10)

2Rs  4GM

Dans le cas du Soleil, la déviation est maximale pour b = R et vaut

Spe = 1.75". (3.177)

Cette déviation a pu étre mise en évidence en mesurant la position des étoiles au voisi-
nage du disque solaire lors de ’éclipse de 1919 par Arthur Eddington et son équipe. Aprés
I’avance du périhélie de Mercure, il s’agissait du second test passé avec succés par la
relativité générale. C’est cet événement qui a rendu Albert Einstein célébre auprés du
grand public. Aujourd’hui, la déviation des rayons « lumineux » a pu étre mesurée avec
beaucoup plus de précision en considérant les signaux radio émis par des sources extra-
galactiques (quasars, AGN, etc...) : la prédiction de la relativité générale a été confirmée
a mieux que 1073 pres [66] (cf. Fig. 3.11).

3.6.4 Mirages gravitationnels

La déviation des rayon lumineux est aujourd’hui trés importante en cosmologie ob-
servationnelle, puisqu’elle est a l'origine du phénomeéne de mirage gravitationnel, encore
appelé lentille gravitationnelle. Elle est alors utilisée non plus comme test de la gravita-
tion, mais pour mesurer la masse M (cf. par exemple le Chap. 6 de [15]).

Il est intéressant de remarquer que toute la théorie des mirages gravitationnels est basée
sur la formule (3.176), du moins pour un déflecteur ponctuel. C’est le seul ingrédient de
relativité générale utilisé dans le calcul des images.

3.6.5 Retard de la lumiére (effet Shapiro)

Calculons le temps d’aller-retour d’un faisceau radio entre la Terre et une sonde spatiale
lorsque le faisceau passe prés du Soleil (cf. Fig. 3.12). En combinant (3.162) et (3.169),
on obtient, le long de la géodésique lumiére empruntée par le faisceau radio,

dt dt _dx 1 (1_@

-1
— = x Z=4= -2 _ ~1/2
T N ) (07 = Ues(r)] ", (3.178)

r

soit, en remplagant Ueg(r) par (3.158),

dt 1 Rs\ b Rs\1
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FIGURE 3.11 — Résultats de divers tests de la déviation des rayons lumineux (partie haute de la figure)
et de Deffet Shapiro (partie basse), représentés a aide du parameétre v, qui vaut 1 en relativité générale
[figure tirée de Will (2006) [72]].
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FIGURE 3.12 — Aller-retour d’un faisceau radio entre la Terre et une sonde spatiale (retard Shapiro).
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On peut relier b a la distance minimale rq du faisceau au Soleil : en effet, pour r = rg,
dr/dt =0, ce qui, au vu de (3.179), conduit a

b? R R\ !
1——2(1——3):() — b2:r§<1——s) . (3.180)

To To

En reportant cette valeur dans (3.179), il vient

dt 1 RS ! 7“8 1—Rs/7" —1/2
— =x—(1—-— - . 3.181
< ) [ r2 1 — Rg/ro (3.181)

Comme en tout point du faisceau, Rg < r, on peut effectuer un développement limité &
l'ordre un en Rg/r et Rg/rg :

dt 1 2 —1/2
o (1) [ (1 B
dr c r r r o
o a1 B (1o )y Gl B e — R o))
¢ " " 1= (ro/r)?
1 R 2\ —1/2 R ~1/2
c T T T r4+nrg
1 R ANE 1R
c r r 2 7rr+r
~1/2
Lo b (Y Bs LRs
C r? T 2 rr+mnr
dt 1 R 1R
L (3.182)
dr c\/r?—rk r 271 r4r
Le temps d’aller-retour du faisceau radio est
T = 2t(rg,r0) + 2t(rs,70), (3.183)

ol rg est la coordonnée r de la Terre et r, celle de la sonde spatiale (cf. Fig. 3.12) et
t(re,ro) s’obtient en intégrant (3.182) :

RS 1 RS To

1 [ r
t(T@,TO) = 2[0 \/7,2—_77,(2) (1 + T + 277”—’—’/‘0) d7‘. (3184)

t(ry, 7o) est défini de la méme maniére que t(rq,79), en remplagant rq par r,. L’intégrale
(3.184) se calcule facilement en développant l'intégrant :

1 [ R R
t(rg, o) = / ( L 5 570 ) dr, (3.185)

¢ \/7“2—7“8+ \/7“2—7“8+2(T—T’0)1/2(7“+7”0)3/2

T0
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avec les primitives suivantes :

AR rp— (3.186)
r? —rd
d 2
7 argcosh (L> S T—2 -1 (3.187)
2 —rg To To T

To o r—7"To
/ (r —10) Y2 (r +19)3/2 dr = Vor+ro (3.188)

On a donc, en remplagant Rg par 2GM/c* (M étant la masse du Soleil),

o re

2GM 2 M [rg—
¢ 1n<7”@+ To _ )+G Te —To (3.189)

1
t(reg,ro) = = |1/12 — 1 +

Le premier terme dans cette expression est celui que donnerait la théorie newtonienne (cf.
Fig. 3.12). Ecrivons la durée d’aller-retour du faisceau radio comme

T = Thowt + AT, (3.190)

2
Toowt = . (\/ré —ré+ \/rf — 7“(2)> (3.191)

est la durée que prédirait la physique newtonienne. D’aprés (3.183) et (3.189),

Ay 26M [2 " ((r@ VB =)+ 7 —r%)) oy N
T

ou

I i Te + 7o T« + 70
(3.192)
On constate que I'on a toujours
AT > 0. (3.193)

Il s’agit donc d'un retard par rapport a la prédiction newtonienne, appelé retard de la lumiere,
ou encore retard Shapiro, du nom de I’astrophysicien américain Irwin Shapiro qui a pro-
posé de mesurer cet effet en 1964. En pratique, on a ry < rgq et 1o < 1y, si bien que la
formule ci-dessus se réduit a

AGM [ (drer.
AT ~ 19 {m( el ) + 1} . (3.194)
C o

Pour une sonde sur Mars, ce retard est au maximum d’environ 0.24 ms. Grace a la sonde
Cassini, on a pu montrer en 2003 que le retard de la lumiére est en accord avec la relativité
générale (c’est-a-dire avec la formule (3.194)) a 2 x 1075 pres [11, 72] (cf. Fig. 3.11).

En 2010, 'effet Shapiro a été utilisé pour mesurer précisément la masse d’une étoile &
neutrons en systéme binaire avec une naine blanche [19] : 'étoile & neutrons est observée
comme un pulsar (PSR J1614-2230) et l'inclinaison du systéme (i = 89°) est telle qu'une
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fois par orbite, la naine blanche passe devant 1’étoile a neutrons. On observe alors un
retard de 25 us dans le temps d’arrivée des pulses, qui s’interpréte comme 'effet Shapiro
dt au champ gravitationnel de la naine blanche. On en déduit la masse de cette derniére
et, via les parameétres orbitaux, celle de 'étoile a neutrons : M = 1.97 £ 0.04M,. 1l
s’agit de I’étoile a neutrons la plus massive observée a ce jour. Son existence apporte des
contraintes sérieuses sur I’équation d’état de la matiére nucléaire.

Remarque : Dans ce chapitre, nous avons calculé de nombreuses géodésiques (géodésiques
lumiére radiales et non radiales, géodésiques du genre temps) sans jamais utiliser
’équation des géodésiques dérivée au Chap. 2 [Eq. (2.132) ou (2.139)]. Nous avons
en effet tiré parti des symétries de l’espace-temps de Schwarzschild qui fournissent
des intégrales premiéres de ’équation des géodésiques en nombre suffisant pour ré-
soudre complétement le probleme.

3.7 Exercices

A ce stade du cours, on peut traiter les problémes suivants de I’Annexe B :

e lintégralité du probléme B.1 (Décalage spectral au voisinage de la Terre);

e les questions 1 a 6 du probléme B.3 (Trou de ver);

e l'intégralité du probléeme B.5 (Expérience de Hafele & Keating);

e les questions 2 & 12 du probléme B.11 (Coordonnées de Painlevé-Gullstrand sur
lespace-temps de Schwarzschild) ;

e lintégralité du probléme B.12 (Taille apparente des étoiles compactes et des trous
noirs).
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Equation d’Einstein
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4.1 Introduction

L’équation d’Einstein est I’équation fondamentale de la relativité générale : c’est elle
qui détermine le tenseur métrique g en fonction du contenu en énergie-impulsion de
I’espace-temps. A la limite newtonienne, elle se réduit a I’équation de Poisson A® = 47G)p,
reliant le potentiel gravitationnel ® a la densité de masse p. Avant de I’aborder, il nous faut
quelques compléments de géométrie par rapport a ceux introduits au Chap. 2, a savoir la
notion de dérivation covariante et de courbure. Il nous faudra également quelques complé-
ments de physique, pour aller au dela de la description de la matiére par des « particules
matérielles » utilisée dans les Chap. 2 et 3. Nous allons en effet introduire une description
continue de la matiere, basée sur un champ tensoriel que l'on appelle le tenseur énergie-
impulsion. Ce traitement permet notamment de prendre en compte le cas d'un fluide,
trés important pour l'astrophysique. Avec ces deux outils, courbure d’une part, et tenseur
énergie-impulsion d’autre part, nous serons alors en mesure d’écrire I’équation d’Einstein.
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4.2 Dérivation covariante (connexion)

Nous avons vu au Chap. 2 que sur la variété d’espace-temps &, il y a autant d’espaces
vectoriels tangents Tp(&') que de points P dans & (cf. Fig. 2.4). La question se pose alors
de comparer des vecteurs définis en des points différents. Par exemple, étant donné un
champ vectoriel U sur &, c’est-a-dire la donnée d’un vecteur v(P) € Tp(&) en tout point
P de &, nous aimerions définir son « gradient » en évaluant v(P') — v(P) pour des points
P et P’ infiniment voisins. Or ¥(P’) et ¥(P) appartenant a des espaces vectoriels différents
— les espaces tangents Tp/(&) et Tp(&') respectivement — la soustraction ¥(P’) — v(P)
n’est pas bien définie a priori. La situation est plus simple pour un champ scalaire f :
& — R, puisque la différence f(P') — f(P) entre les deux nombres réels f(P') et f(P)
est évidemment bien définie. Commencons donc par examiner ce cas; il nous fournira
I'inspiration pour le cas vectoriel.

4.2.1 Gradient d’'un champ scalaire

Considérons un champ scalaire f : & — R. Nous avons vu au § 2.2.3 que 'on pouvait
définir le vecteur déplacement élémentaire cﬁ’ entre deux points de & P et P’ infiniment
proches. Ce vecteur est un élément de 7p(&) qui vérifie [cf. Eq. (2.35)]

5f == f(P') - f(P) = dP(f). (4.1)

Plutét que de considérer df comme le résultat du vecteur dpP agissant sur le champ
scalaire f, voyons-le comme le résultat d’un opérateur lié a f, que nous noterons V f,
agissant sur le vecteur cﬁ’ Autrement dit posons

(Vf, dP):= dP(f)| (4.2)

de sorte que (4.1) s’écrit

5f = (Vf, dP) (4.3)

On peut étendre la définition de V f aux vecteurs non-infinitésimaux en posant, pour tout
champ vectoriel ¥ (')

(V1. 8) = 8(]). (4.4)

Il est clair que, de par sa définition, V f est un opérateur linéaire. Le résultat (V f, v)
étant en tout point P un nombre réel, nous en déduisons que V f est un champ de formes
linéaires, ou encore un champ tensoriel 1-fois covariant, ou encore un champ tensoriel
de type ((1)) (cf. § 2.2.4). Cela justifie la notation bra-ket, car elle est conforme a celle
que nous avons introduite au § 2.2.4 pour les formes linéaires. La forme linéaire V f est
appelée gradient de f.

1. Rappelons que le membre de droite de la formule (4.4) n’est autre que 'expression de la définition
premiére des vecteurs sur une variété comme des opérateurs de dérivation directionnelle agissant sur les
champs scalaires (cf. § 2.2.3).
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Remarque : On prendra soin de remarquer que le gradient d’un champ scalaire est une
forme linéaire et non un vecteur. En physique non relativiste, on considére le gradi-
ent comme un vecteur parce que l’on fait implicitement correspondre a toute forme
linéaire w un unique vecteur @ via le produit scalaire de l'espace euclidien R? suivant

Vi ER? (w, v) =37, (4.5)
si bien que l'on écrit (4.3) comme
5f=Vf-dP. (4.6)

Mais fondamentalement, le gradient est une forme linéaire.

Etant donnée une base vectorielle (€,) de Tp(&), il existe une unique base de 1’espace
des formes linéaires 7p(&)* (espace dual), que nous noterons (e®), qui vérifie

(€, &) = 6. (4.7)

On l'appelle la base duale a la base vectorielle (€,). Le gradient V f d’un champ scalaire
f étant un élément de Tp(&)*, on désigne par V, f ses composantes par rapport a la base
duale :

Vf=V.fe"| (4.8)

Dans le cas ot la base vectorielle est une base naturelle, ¢’est-a-dire liée & un systéme de
coordonnées (%) : €, = 0,, la base duale est constituée par les gradients des coordonnées,
que nous noterons avec le symbole d :

|da® = Va?] (4.9)

En effet, en utilisant successivement la définition (4.4) et (2.14), il vient <dxa,55) =
ds(x*) = 8z /92", don

(da®, 8g) = 6% |. (4.10)
On a alors dans ce cas
(V[ 8.) = (Vafda®, 8,) = Vsf{da’, 8,) = Vsfd®y = V.f. (4.11)
Par ailleurs, d’apres (4.4) et (2.14),
50— a.(f) = 2L

(V. 8a) = 8a(f) (112)

Oz’

On en conclut que les composantes du gradient dans la base duale (dz®) sont tout sim-
plement les dérivées partielles par rapport aux coordonnées (%) :

_9f
- Qx|

Vaof (4.13)




96

Equation d’Einstein

4.2.2 Deérivation covariante d’un vecteur

Revenons & présent au cas d’'un champ vectoriel ¥ sur &. Nous aimerions faire corre-
spondre au vecteur déplacement élémentaire dP la variation de @ entre P et P’ par une
formule similaire & la formule (4.3) utilisée pour un champ scalaire

5% = V&(dP), (4.14)

ou V4 serait un opérateur agissant sur cﬁ’ La différence majeure est que, comme remar-
qué plus haut, la quantité dv ne peut pas étre définie comme ¥(P’) — ¥(P) puisque les
vecteurs U(P’) et ¥(P) n’appartiennent pas au méme espace vectoriel : v(P') € Tp/(&)
et U(P) € Tp(&). Au contraire, pour un champ scalaire f, la quantité §f est bien définie
comme la différence entre deux nombres réels : f(P') et f(P).

La solution a ce probléme consiste a inverser le point de vue et & considérer I’écriture
(4.14) comme la définition de dvU en tant que vecteur de Tp(&) résultant de l'application
d’un opérateur donné Vo agissant sur dP ¢ Tp(&). Plus précisément, en élargissant aux
vecteurs non-infinitésimaux u € Tp(&), en utilisant la notation Vz ¥ plutdt que Vv (u)
et en désignant par T (&) 'ensemble des champs vectoriels sur &, on suppose que l'on
dispose d'une application

V. TExTE) — T&)

(@,5) — Vi (4.15)

qui posséde les propriétés que 'on est en droit d’attendre d’un opérateur de dérivation :

1. La dérivée d’une somme est la somme des dérivées :
V(u,v,w) € T(§)3, ViU +w)=VzU+ Vzw. (4.16)

2. La dérivée le long d'un vecteur somme de deux autres est égale a la somme des deux
dérivées :

V(@,b,%) € T(6)}, V ,;0=Vat+V;0. (4.17)

3. En un point P € & donné, la valeur du vecteur Vzv(P) ne dépend que de la
valeur de 4 en ce point et non de comment varie le champ 4 au voisinage de P. On
assure cette propriété en demandant que pour tout champ scalaire f et tous champs
vectoriels U et v,

Vit =fVad. (4.18)

En effet, si (€,) est un champ de bases vectorielles au voisinage de P, tout champ
vectoriel 4’ qui coincide avec 4 en P peut s’écrire 4’ = u + f*€, ou les f* sont
quatre champs scalaires tels que f*(P) = 0. L’application des régles (4.17) et (4.18)
conduit alors & V4 0 = Vg0 + f*Vg v, dou Vg d(P) = VzU(P).

4. Pour tout champ scalaire f et tous champs vectoriels 4 et ¥, on a la régle de Leibniz ?

Va(fv)=(Vf,d)yv+ fVz0. (4.19)

2. Le premier terme du membre de droite est le gradient du champ scalaire f agissant sur le vecteur
i, tel que défini plus haut ; on utilise la méme notation V que pour 'opérateur vectoriel discuté ici.
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Tout opérateur V agissant sur les paires de champs vectoriels (u, ¥) suivant les régles 1
a 4 ci-dessus est appelé une connerion affine (ou simplement connezion) sur la variété
&. On le nomme également une dérivation covariante sur & On dit alors que V3 vU est la
dérivée covariante du champ vectoriel U le long du vecteur w. Le terme connexion vient
de ce que V « connecte » des espaces vectoriels tangents infiniment voisins, 7p(&) et
Tp (&), en définissant la variation du champ vectoriel ¥ lorsque 'on passe de P & P’ par

06 = V7|, (4.20)

ot dP désigne le vecteur déplacement infinitésimal de P & P’. On dit alors que ¥
est transporté parallélement a lui-méme pour la connexion V lors du déplacement d
ssi

5% = 0. (4.21)

Les propriétés 1 a 4 ci-dessus ne garantissent aucunement 1'unicité d’'une connexion V
sur une variété & donnée. Au contraire, nous verrons plus bas qu’il existe une infinité de
connexions. Autrement dit, la structure de variété seule donne toute liberté pour choisir
la fagon dont on connecte les différents espaces vectoriels tangents 7p(&’). Par contre,
nous verrons au § 4.2.4 que la prise en compte du tenseur métrique g conduit a un choix
naturel unique pour V.

Pour I'instant considérons une connexion quelconque V. Si ’on fixe le champ vectoriel
U, en tout point P € &, on peut considérer 'opérateur Vu(P) qui associe a toute forme
linéaire (élément de l’espace vectoriel dual Tp(&)*) et a tout vecteur (élément de I'espace
vectoriel tangent en P, Tp(&)) un nombre réel suivant

VE(P) : Tp(&) x Tp(&) — R

(@.@) o {w Ve #(P) (4.22)

ol U, est un champ vectoriel qui réalise une extension du vecteur w au voisinage de
P : 4.(P) = 4. L’application (4.22) est bien définie car la propriété 3 de la connexion
énoncée ci-dessus assure que le vecteur Vg, U(P) ne dépend pas du choix de 'extension
.. De plus, en vertu des propriétés 2 et 3 de la connexion, et de la linéarité des formes
linéaires, VU(P) est une application linéaire par rapport a chacun de ses arguments. Elle
satisfait donc a la définition d'un tenseur au point P donnée au § 2.2.4. Etant donnés ses
arguments, il s’agit d’un tenseur de type (}) En variant P, on obtient un champ tensoriel
Vv sur &. On lappelle dérivée covariante de ¥ par rapport a la connexion V.

Etant donnée une base vectorielle €, de Tp(&) et la base duale (e®) associée (base de

Tp(&)*), une base de l'espace vectoriel formé par I’ensemble des tenseurs de type (}) est
constituée par les produits tensoriels €, @ e®. Ces derniers sont définis comme
Gowel L TH ) xTh(€) — R (4.23)
(w,u) — (w, €, (el u) '

ott le produit de (w, €,) par (e”, @) dans le membre de droite n’est autre que la multipli-
cation ordinaire dans R. On désigne alors par Vgv® les composantes du tenseur Vo dans
cette base :

Vo = V€, e’ | (4.24)
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Remarque : 1l convient de faire attention a [’ordre des indices dans la formule ci-dessus.
Pour un tenseur de type (}) quelconque, T', les composantes T dans la base e, xe’
sont définies par

T=T%€, e’ (4.25)

On a donc, pour T = V4, (Vv)*s = Vgv®. L'ordre des indices a et 8 dans l’écriture
Vgv® est donc inversé par rapport a l'ordre naturel d’écriture des composantes. De
ce point de vue, la notation « point-virgule »

v% 5= Vgu® (4.26)

utilisée par de nombreux auteurs est plus adaptée.

Les composantes du vecteur V; ¢ dans la base (€,) se déduisent facilement de celle
du tenseur V4, puisque 'on a

(Va®)* = (e®, Vg o) = V(e 4) = u’ Vi(e®, €s) = u’V 0~ (4.27)

La premiére égalité découle de la définition de (e®) comme base duale de (€,) [cf. (4.7)],
la deuxiéme de la définition (4.22) de V4, la troisiéme de la linéarité du tenseur V4 par

rapport a son deuxiéme argument et la quatriéme de la définition (4.24) des composantes
de V4. On a donc

Vet =u’V é,| (4.28)

Considérons un champ de bases vectorielles (€,) sur &, c’est-a-dire la donnée d’une
base vectorielle (€, (P)) de I'espace tangent Tp(&') en chaque point P € &. Le champ (€,,)
est également appelé tétrade ou repére mobile. Par définition de la connexion, pour toute
paire (o, 3), Vg, €, est un champ vectoriel sur & [cf. (4.15)]. On peut donc le décomposer
sur la base (€,) :

Ve, €0 =" s €0 (4.29)

Les coefficients " op Constituent un ensemble de 4% = 64 champs scalaires sur &. Ils
sont appelés coefficients de la connexion ¥V par rapport a la base (€,). Montrons qu’ils
déterminent complétement V : on a

Vav = Vg(v?e,)
= (Vv u)e, +v°Vzé,
N\ €35)€, + vo‘uﬁVg[3 €,
= U (Vu", €5)€E, + 'U"‘uﬁfy“aﬁ €,
= u” [€5(v*) + 7.5 0"] €a, (4.30)

ot pour obtenir la seconde ligne, on a utilisé la propriété 4 de la connexion (considérant
chaque composante v* comme un champ scalaire sur &), pour la troisiéme ligne, on a
utilisé la propriété 3, pour la quatriéme ligne la décomposition (4.29), et pour la derniére
ligne I'Eq. (4.4) pour écrire (Vv®, €3) = €3(v*), ce dernier terme représentant ’action du
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vecteur €3 sur le champ scalaire v (définition des vecteurs). En utilisant I’'Eq. (4.28), on
conclut que

Vav® = €g(v*) +7°,50" | (4.31)

Dans le cas ou (€,) est une base naturelle, associée & des coordonnées (z%), alors €3 = 95
et I’équation ci-dessus s’écrit

«a

ov
Vgv® = 2P + %5 V" | (4.32)

L’Eq. (4.31) ou (4.32) montre que, comme annoncé, la donnée des 64 coefficients 7",
détermine complétement la connexion V. Cela montre aussi qu’il existe sur & une infinité
de connexions possibles : une pour chaque choix de 64 champs scalaires (différentiables)

. - Nous verrons comment fixer cette ambiguité en faisant intervenir le tenseur métrique
gaug§ 424,

Remarque : Les 64 coefficients de connexion v“aﬂ ne sont pas les composantes d’un

tenseur de type (;)

4.2.3 Extension a tous les tenseurs

On définit action de n’importe quelle connexion sur un champ scalaire (tenseur de
valence 0) comme se réduisant au gradient. Cela explique pourquoi nous avons utilisé la
méme notation V pour le gradient des champs scalaires et pour les connexions.

On peut étendre facilement ’action d’une connexion aux champs de formes linéaires,
en demandant que V satisfasse a la régle de Leibniz si on I'applique & (w,v) considéré
comme la somme des produits w,v® (ot w et ¥ sont respectivement un champ de formes
linéaires et un champ vectoriel). Autrement dit, on demande que

V3(wat®) = Vawa v* + wa Vv, (4.33)

c’est-a-dire
V gwe 0% = V(wat®) — wo Vo™, (4.34)

On définit donc Vw comme le tenseur de type (g) (c’est-a-dire une forme bilinéaire) qui

agit sur les couples de vecteurs (v, %) de la maniére suivante :
Vw(,u) = (V{w, V), u) — Vi(w, u). (4.35)

Il est & noter que toutes les expressions qui interviennent dans le membre de droite ont été
définies précédemment : V(w, ) est le gradient du champ scalaire (w, V) et Vv (w, )
désigne 'action du tenseur Vv de type (1) sur le couple (w,u), telle que définie par
I'Eq. (4.22).

Plus généralement on définit I'action d’une connexion sur les tenseurs de type quel-
conque en appliquant la régle de Leibniz aux produits tensoriels [cf. (4.23)], car on peut

toujours décomposer un tenseur de type (f]’ ) en une somme de produits tensoriels de ¢
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formes linéaires par p vecteurs. Ainsi, pour tout champ tensoriel T' de type (5) (p >0,
q > 0)3, la dérivée covariante de T par rapport a la connexion V est un champ tensoriel

p
VT de type <q+1

composantes T 5 s, du tenseur T sont définies par

). Etant donnée une base vectorielle (€,) et sa base duale (e®), les

T=T""p 5 €n® Q& 0e"c. Qe (4.36)

et les composantes V, 7% %" Br...By de VT par

VT =V, T, s ea®.. . Qe,0e"0.. 0" e (4.37)

En utilisant la régle de Leibniz et (4.29), il est facile de voir que les composantes de VT
s’expriment en fonction de celles de T' a ’aide des coefficients de connexion, suivant

T

1
o ...x

p
al...ap o al...ap ar af...
Vv, T Bi.Byg — €,(T 51...5q) + E Yo T

r=1

q
P o aq...0p
Br..Bq Z'V @»pT Br. o ..Bq |
r=1

o
+

™
(4.38)
Si (€,) est une base naturelle, associée a des coordonnées (%), alors €, = 9, et I'équation
ci-dessus s’écrit

T
4

o ..

9 2 a
ai...o o ai...o ar [
VT pﬁlmﬁq - %T pb’l.--ﬂq + 27 UpT

r=1

q
P - o Q1...Qp
B1...Bq ZV BrpT B g B |
r=1 r

(4.39)
En particulier, pour un vecteur (p = 1, ¢ = 0), on retrouve (4.32) et pour une forme
linéaire (p = 0, ¢ = 1), on obtient

Owa
Oxb

Vsw, = Y o Wor | (4.40)

Remarque : Notons le signe — dans (4.40), par opposition au signe + dans (4.52). C’est,
avec la position de l'indice de dérwation 5 dans 7’4, la seule chose a retenir, car
il 'y a ensuite pas d’ambiguité pour placer les autres indices.

4.2.4 Connexion compatible avec la métrique
Une premiére tentative...

Pour rejoindre le champ de la physique, il s’agit maintenant de fixer une unique con-
nexion sur la variété d’espace-temps &. Une premiére idée serait de choisir pour V tout
simplement la dérivée partielle des composantes par rapport a un systéme de coordonnées
() donné :

9,
... ...
Vp T ! pﬁ1--ﬂq == @T ! pﬂl--ﬂq' (441)

3. Rappelons que par convention, les champs scalaires sont des champs tensoriels de type (8).



4.2 Dérivation covariante (connexion)

101

Cela définit bien une connexion sur & : au vu de (4.39), il s’agit de la connexion dont
tous les coefficients v* op Par rapport a la base naturelle (5a) sont identiquement nuls. Il
est difficile de faire plus simple!
Cependant la connexion ainsi définie souffre de deux inconvénients majeurs :
e clle dépend clairement du choix des coordonnées (%) ;
e clle peut avoir un comportement non satisfaisant, comme le montre I'exemple ci-
dessous.

Ezxzemple : Prenons & = R* et un systéme de coordonnées sphériques () = (ct, 1,0, p).
Considérons le champ vectoriel suivant

7=, (4.42)

ot 533 est le vecteur de la base naturelle des coordonnées cartésiennes (ct, x,y, z) liées
auzx coordonnées sphériques via les formules habituelles [cf. (2.21) et Fig. 2.5]. Les
composantes cartésiennes de v sont (0,1,0,0) et U est un champ vectoriel sur R* que
l'on a envie de qualifier de constant. Les composantes sphériques de U s’obtiennent
en inversant le systeme (2.25), (2.28) et (2.29) ; il vient :

- =~ cosfcosyp sinp

. = sinfcosp 8, + 8y — s 0, (4.43)
— — 9 1 — —

SRR ST ML R
— — 1 9 —
0, = cosf 9, — ot 0. (4.45)

Les composantes de U par rapport auzx coordonnées sphériques (x®) = (ct,r,0, ) se
lisent sur (4.43) :

v = (O, sin @ cos @, COS&COS(’O, a4 ) . (4.46)
r

rsind

On a donc, en particulier,

aa
8—%7&0 pour a=1,23 et [=2,3. (4.47)
x

On en conclut que pour la connexion définie par (4.41),

Vv #0, (4.48)
ce qui ne correspond pas du tout au comportement que l’on attend pour un champ
vectoriel constant !

La solution

La « bonne » définition de la connexion pour la physique passe par la prise en compte
du tenseur métrique g, que nous n’avons pas encore utilisé. Pour ce faire, considérons les
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géodésiques données par g et dont nous avons déja vu le role si important en physique
relativiste. Nous avons défini au § 2.6 les géodésiques comme les lignes qui rendent ex-
trémale la distance métrique entre deux points. Une fagon alternative, mais équivalente,
de voir les géodésiques est de les considérer comme la généralisation des lignes droites
de l'espace euclidien R?® & un espace muni d'une métrique quelconque. De ce point de
vue, il est crucial de remarquer qu'une droite de R? peut étre définie comme une courbe
dont le vecteur tangent garde une direction constante. Autrement dit, le vecteur tangent
d’une droite de 'espace euclidien est transporté paralléelement a lui-méme le long de la
droite. Nous souhaiterions donc que le transport paralléle donné par la connexion V et
défini par (4.21) soit tel que le champ de vecteur tangent & une géodésique soit transporté
parallélement a lui-méme. Nous allons voir que cette exigence détermine complétement la
connexion V.

Considérons en effet une géodésique . de (&, g) que, pour étre spécifique, nous sup-
poserons étre du genre temps. Utilisons alors le temps propre 7 comme parameétre le long
de Z. Le vecteur tangent a £ associé a ce paramétrage n’est autre que la 4-vitesse
@ := ¢ 'dP/dr. Etant donné un systéme de coordonnées (z%) sur &, soit z® = X°(7)
I'équation paramétrique de .Z. Les quatre fonctions X“(7) obéissent a l'équation des
géodeésiques (2.132), que l'on peut réécrire en terme de la 4-vitesse comme

-— 41 utu” = 0. (4.49)

Il suffit en effet d’utiliser la relation [cf. Eq. (2.84)]

1dX*
> = ) 4.50
Y c dr ( )

Dans (4.49), les coefficients I, sont les symboles de Christoffel de g par rapport aux
coordonnées (z%). Ils sont donnés par la formule (2.130) :

1 09 09 O9u
re, =—-g* — . 4.51
p = 59 (833“ * Oxzv  0Ox° (4.51)

Par ailleurs, si on demande que le vecteur tangent 4 soit transporté parallélement a
lui-méme le long de £ par la connexion V, on doit avoir, d’aprés (4.21) et (4.20),

ou=Vzu=0, (4.52)

ot le déplacement dP est reli¢ 3 @ par dP = cdr 4. En utilisant (4.18) (propriété 3 d’'une
connexion), on constate que cette condition est équivalente &

Vi =0. (4.53)

En composantes, cette équation s’exprime en combinant (4.28) et (4.32) :

v du” o
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Remarquons que la dérivée partielle qui apparait dans cette équation suppose que U est
un champ vectoriel défini dans un voisinage ouvert autour de .. Or a priori, @ n’est défini
que sur .Z. En toute rigueur, il faudrait donc introduire une extension u, de u autour de
£, c’est-a~dire un champ vectoriel défini sur un ouvert qui contient .Z et qui vérifie

u®(XP (1)) = u(7). (4.55)

La contraction avec u” dans (4.54) fait que le résultat est indépendant du choix de 'ex-
tension 4. En effet, en dérivant (4.55) par rapport a 7, il vient

oug dX”  du®

= 4.56
oxv dr dr’ ( )
c’est-a-dire, au vu de (4.50),
oug  du®
v 4.57
ot oxr” dr ( )
En reportant dans (4.54), on obtient
1 du® o 5
E? + 7y Wu“u = 0. (458)

En comparant les Eqgs. (4.49) et (4.58), on conclut immédiatement que pour que la
connexion V assure le transport paralléle des vecteurs tangents aux géodésiques de (&, g),
il faut, et il suffit, que les coefficients de connexion relatifs & n’importe quelle base naturelle
soient égaux aux symboles de Christoffel de la métrique g par rapport aux coordonnées
définissant ladite base naturelle :

¥ =% ] (4.59)

nv

Puisque nous avons vu au § 4.2.2 que les coefficients de connexion 7, définissent entiere-
ment V, la condition (4.59) fixe entiérement la connexion V. C’est I'unique connexion
sur 'espace-temps (&', g) que nous utiliserons désormais. Elle est parfois appelée

connexion riemannienne ou connexion de Levi-Civita, ou encore connexion de Christoffel.

Une propriété importante de la connexion riemannienne est que les coefficients de con-
nexion sont symétriques dans les deux indices du bas, puisque les symboles de Christoffel
le sont, ainsi qu’il est clair sur 'expression (4.51). Une conséquence importante est la suiv-
ante. Considérons la dérivée covariante du gradient d’'un champ scalaire f ; elle s’obtient
via la formule (4.40) :

)
ViVaf = 55Vaf =170 Vof
o*f o Of

Ainsi, puisque les dérivées partielles commutent et que I'? , 5 est symétrique en a3, il vient

VsVaf = VaVsf| (4.61)
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On dit alors que V est une connexion sans torsion. Comme on va le voir au § 4.3, cette
propriété de commutativité des dérivées covariantes ne s’étend pas, en général, aux champs
tensoriels autres que des scalaires.

Une autre propriété fondamentale de la connexion riemannienne est que la dérivée
covariante du tenseur métrique est identiquement nulle :

'Vg=0]| (4.62)

Il est facile de I'établir & partir des composantes de V g que 'on déduit de (4.39) :

agaﬂ o o
S I7., 908 — 195, Goo- (4.63)

V) Gap =

Exercice : le faire.

En raison de (4.62), on dit que la connexion V est compatible avec la métrique g. C'est
en fait la seule connexion sans torsion sur & qui soit compatible avec g. Autrement dit,
on aurait pu utiliser (4.62) et la condition (4.61) pour définir V plutdt que (4.59).

Exzemple : Reprenons exemple du champ de vecteur constant dans & = R* donné au

§4.2. :

¥ = 9, (4.64)
ot 8_; est le vecteur de la base naturelle des coordonnées cartésiennes (ct,x,y,z) sur
R*. En prenant pour g la métrique de Minkowski, ses composantes par rapport aux
coordonnées cartésiennes sont g.s = diag(—1,1,1,1) [cf. Eq. (2.064)], de sorte que
les symboles de Christoffel par rapport a ces coordonnées sont identiquement nuls.
On a donc dans ces coordonnées Vgv® = Ov®/0zP, ce qui, avec v* = (0,1,0,0)
conduit a

Vid=0. (4.65)
Si l’on considére maintenant les coordonnées sphériques (x®) = (2° = ct,r,0, ), les
composantes de g sont données par la matrice (2.65) :

-10 0 0
010 0
905=1 0 02 o (4.66)

0 0 0 7r%sin?6
Les symboles de Christoffel correspondants s’obtiennent en utilisant (4.51); ils sont
tous nuls sauf

[Myg=—r et TI7  =—rsin*f (4.67)
1
r’,=1%, = . et T? pp = —cosfsind (4.68)
1 1
D2, =T 0 == et T =17 )= —2 (4.69)

On peut alors calculer les composantes de la dérivée covariante de v suivant la
formule (4.32). En utilisant les composantes v* données par (4.46), on obtient [Ex-
ercice : le fairef

Vgv® =0, (4.70)

comme il se doit.
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4.2.5 Divergence d’'un champ vectoriel

Etant donné un champ vectoriel U, on définit sa divergence vis-a-vis de la connexion
V comme le champ scalaire formé par la trace de Vv :

V. 4 :=V,0*| (4.71)

L’expression ci-dessus est indépendante du choix de la base vectorielle ot 'on définit les
composantes (v%).

Remarque : Il faut prendre garde auz notations et ne pas confondre V-4 (la divergence),
qui est un champ scalaire, avec VU, qui est un champ tensoriel de type (1)

En utilisant les composantes de v dans une base naturelle, il vient, grace a la formule
(4.32),

OvH
Vb= 6—; +TV,, 0 (4.72)

Or, d’aprés lexpression (4.51) des symboles de Christoffel,

1 ,,0000
FI/ :_G'l/g .

e (473)

Comme (g°") est la matrice inverse de (g,,) et que l'on se souvient de 'expression de la
variation du déterminant d’une matrice A inversible :

S1n|det A| = Tr (A™" x 6 A), (4.74)

il vient [en faisant A = (go,)]

19 .. 9., 1 o
Fuuiéﬁln‘g‘*axﬂln ‘ |7\/—_g8xl‘ 9, (475)

ol 'on a posé :

g = det(gag) | (4.76)

La valeur de g dépend du choix des coordonnées ou I'on exprime g,3, mais on a toujours
g < 0. En reportant (4.75) dans (4.72), on obtient une formule simple pour la divergence
de U :

1 0
V/—g Oxt
Exzemple : Prenons pour (&,g) Uespace-temps de Minkowski. Dans un systéme de co-

ordonnées cartésiennes (z*) = (ct,x,y,z) lies G un repeére inertiel, on a gop =
diag(—1,1,1,1), de sorte que g = —1 et la formule ci-dessus s’écrit tout simplement

V. 0= (vV—=gv") | (4.77)

o’ N ov* N ovY N ov?
0z Oz Oy 0z

Vo= (4.78)
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Si on utilise plutot les coordonnées sphériques (z®) = (ct,r, 0, ) lices auzx coordon-
nées cartésiennes via les formules (2.21), les composantes gop de g sont données
par la matrice (4.066), dont le déterminant vaut

g = —r*sin®6. (4.79)
La divergence en terme des composantes sphériques s’écrit donc

o 10
929 r20r

Lo
oo

3 (sin 0 ve)

Vv sin 6 00

(r*v") + (4.80)
Les composantes (v°,v", 0% v¥) ci-dessus sont relatives a la base naturelle (50, 9, 9y, 8_;0)
associée aux coordonnées sphériques. Si on utilise plutot une base orthonormale (€g)
reliée a la base naturelle par (2.66), les composantes (v*) dans cette base sont telles

que

v :vA, vt =", W=, = (4.81)
L’Eq. (}.80) devient alors

Lo 10
VU= on Ty

. 1 0 5 1 O
2" — (sinfo? —. 4.82
(TU)+rsin089 <Sm9v>+rsin0 Op (482)

On retrouve la une formule bien connue.

4.3 Tenseur de courbure

4.3.1 Transport paralléle non infinitésimal et courbure

La variation d’'un vecteur v d’un champ vectoriel ¥ lors d’un déplacement infinitésimal
a été définie grace a la connexion V au § 4.2.2; suivant 'Eq. (4.20) :

0v =V 1. (4.83)

On peut alors définir la variation du champ ¥ entre deux points A et B non infiniment
proches en intégrant (4.83) le long d’un chemin reliant A & B. Mais en général, le résultat
dépend du choix de ce chemin. D’une maniére équivalente, si ’on transporte un vecteur
de A a B parallélement & lui méme (c’est-a-dire en assurant v = 0 sur chaque trongon
infinitésimal), le vecteur obtenu en B dépend du choix du chemin (cf. Fig. 4.1). Il s’agit
d’une manifestation de la courbure de la connexion V.

Voyons cela dans le détail. Considérons le cas simple ot il y ne faut que deux troncons
¢lémentaires d_P>1 et d_P>2 pour aller de A a B. Autrement dit, nous considérons un point
intermédiaire I entre A et B. Fixons un systéme de coordonnées (x®) et écrivons les
coordonnées de ces points comme (cf. Fig. 4.2) :

z*(A) = x§
z*(I) = xz§+dxf (4.84)
r*(B) = af +dz{ + dz§
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FIGURE 4.1 — Transport paralléle d'un vecteur depuis un point A jusqu’a un point B en suivant deux
chemins différents a la surface d’une spheére : (i) A — B le long d’un meéridien, (ii) A — I le long de
I’équateur, puis I — B le long d’un méridien. Le vecteur au point d’arrivée dépend du chemin suivi, en
raison de la courbure de la sphére.

Soit ¥y un vecteur au point A, c’est-a-dire un élément de l'espace tangent 74(&). On
peut étendre ¥y en un champ de vecteurs propagés parallélement & eux-méme le long d’un
déplacement dP en imposant

V7= 0. (4.85)
En composantes, cette condition s’écrit (les composantes de dP étant (dzt))
V0" dat =0, (4.86)
d’ou, en vertu de (4.32)
% dat = =T v° dat. (4.87)

On déduit immédiatement de cette formule que si on propage ¥ parallélement a lui-méme
de Aal,ona:
v*(I) = v*(A) = T%,(A) vP(A) dat. (4.88)

De méme, si on propage ensuite ¥ parallélement & lui-méme de I & B, (4.87) conduit a
v*(B) = v*(I) = T, (I) v’ (I) da¥, (4.89)
avec, au premier ordre en dzf,

are,,
oxH

T, (I) = T, (A) + (A) dat. (4.90)
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v'(I') v'(B) v(B)
I!

B

—~ v(I)

VO
dxg

A i
dx?

FIGURE 4.2 — Transport paralléle d’'un vecteur @ depuis un point A jusqu’a un point B en suivant
deux chemins infinitésimaux : A — I — B et A — I’ — B. Dans le premier cas, le transport paralléle
génére un champ vectoriel noté @, dans le second, un champ vectoriel noté v’. Le fait que v’ (B) # 9(B)
traduit la courbure de la connexion V qui a assuré le transport paralléle.

En reportant (4.88) et (4.90) dans (4.89), il vient

«a o a B8 m o araﬁ’/ m B B o n v

v*(B) = vy — [, vg day — (T, + T dx (UO =17, v dw1> dxs, (4.91)
ot I'on a effectué v*(A) = v et ol toutes les valeurs de I'* ,, et de ses dérivées sont prises
au point A. En développant, il vient

[0}

or
v¥(B) = vy — T, vl dat — F"‘Buvgﬁ dxh + Fo‘ﬁyFBW vf dxfdxy — amf"”ug dxidzy. (4.92)

Considérons & présent le trajet de A & B en passant par le point I’ de coordonnées
(cf. Fig. 4.2)

z(I") = xf + dxs. (4.93)

Soit alors v’ le champ vectoriel obtenu par transport paralléle de vy de A a I’, puis de I’
a B. La seule différence avec le calcul précédent est que 'on intervertit dz/ et dzy. Par
conséquent

or
o ot a « v « a v Bv v
V" (B) = vy —T'%, vl daly =T 5,,1;(? dzy +T 5VFBW vf dabdxy — Wvg dxbdzy, (4.94)

ou encore en permutant les indices muets p et v :

o a a v a a o v 8Fa v
V(B) = vf —T%, vf day —T Buvg def +T Buf‘ﬁw v datiday — 83:5“%5 dxidzy. (4.95)

En soustrayant (4.92) de (4.95), il vient

ore ore
v"*(B) — v*(B) = ( Mf“ vl — axfﬂ vg + 1,17, v =T, 17, ug) dx!dzy, (4.96)
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c’est-a-dire

V(B) —v*(B) = R%,,, vy da'dz} |, (4.97)
avec
or« ore
« o Bv Bu a o o] o
R%,, = TRy + 1%, 0%, =T, 175, | (4.98)
Ainsi si R% ,, # 0, le vecteur v’ (B) obtenu par transport paralléle du vecteur vy de A a

B en passant par I’ n’est pas égal au vecteur ¥(B) obtenu par transport paralléle de v
de A & B en passant par I. R%;,, est donc I'expression de la courbure de 'espace-temps
& muni de la connexion V.

Bien que cela ne soit pas évident sur 'expression (4.98), les quantités R%5,, sont les
composantes d’'un tenseur, appelé tenseur de courbure ou tenseur de Riemann et noté*
Riem. Pour le voir, il suffit d’établir que pour tout champ vectoriel ¥, on a

V. Vo* =V, V0 = R, 07 | (4.99)

En effet, si cette identité est vraie, comme le membre de gauche désigne clairement les
composantes d’un champ tensoriel, il en va de méme du membre de droite et donc de
R, L'identité (4.99) s’appelle identité de Ricci. Pour I'établir, il suffit d’exprimer la
dérivée covariante du tenseur V4 en employant (4.39) avecp=1et g=1:

9]
—(V,0%) + 17, V07 =17, V. (4.100)

ViV = 5

En remplagant V, v, V,07 et V,0* par les expressions déduites de (4.32), puis en permu-
tant p et v et en soustrayant, on constate que les dérivées partielles premiéres et secondes
de v* disparaissent et on obtient (4.99) avec k%5, tel que donné par (4.98).

L’identité de Ricci (4.99) implique qu’un tenseur de courbure non nul est une obstruc-
tion a la commutativité des doubles dérivées covariantes d’un vecteur. A cet égard, il
convient de rappeler que pour un champ scalaire, les doubles dérivées covariantes com-
mutent toujours, ainsi que nous 'avons vu plus haut [cf. Eq. (4.61), absence de torsion]|.

Remarque : Nous avons défini le tenseur de courbure pour la connexion compatible avec
la métrique g, mais il peut étre défini pour n’importe quelle connexion. Il suffirait
de remplacer les symboles de Christoffel par des coefficients de connexion généraux
V% dans les calculs ci-dessus. On remarque en effet que nous n’avons nulle part
utilisé explicitement la métrique g.

On dit que 'espace-temps (&, g) est plat si, et seulement si,

Riem = 0. (4.101)

4. Afin de réserver le symbole R pour un autre tenseur, celui de Ricci, nous utilisons Riem pour le
tenseur de Riemann. Cependant, comme il n’y a pas d’ambiguité au niveau des composantes, puisque les
tenseurs de Riemann et de Ricci n’ont pas le méme nombre d’indices, nous utilisons le symbole R pour
les composantes des deux tenseurs.
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En supposant que & ait la topologie de R*, on peut montrer que cette condition est
nécessaire et suffisante pour que (&, g) soit 'espace-temps de Minkowski : on peut alors
trouver un systéme de coordonnées (z%) = (ct, x,y, z) tel que les composantes de g soient
gap = diag(—1,1,1,1).

Remarque : Le tenseur de courbure a été introduit ci-dessus a partir de la dépendance du
chemin suivi lors du transport paralléle d’un vecteur, ou encore a partir de la non-
commutativité des dérivées covariantes (identité de Ricci). Une autre caractérisation
du tenseur de courbure repose sur la déviation géodésique ; elle est étudiée en détail
dans le probleme B.15 de I’Annexe B et exprime le fait que dans un espace courbe des
géodésiques voisines initialement paralléles peuvent ensuite diverger ou converger.

4.3.2 Propriétés du tenseur de Riemann

Par construction, le tenseur de Riemann est un tenseur de type (1

3) qui est anti-
symétrique dans ses deux derniers indices :

Raﬁ;},l/ - _Raﬁyu . (4102)

Deux autres propriétés sont (i) Iantisymétrie des deux premiers indices abaissés

Raﬁuu = _Rﬁa,uu ) (4103)

ou
Raﬁuu = gaURaﬁﬂyy (4104)

et (ii) la symétrie par permutation des premiére et deuxiéme paires d’indices :

Ra,@ul/ = R;u/aﬁ . (4105)

On a également une symétrie cyclique sur les trois derniers indices :

Raﬁuy + Rauyﬂ + Ral/ﬁ,u = O . (4106)

Toutes ces symétries réduisent a 20 le nombre de composantes indépendantes du tenseur
de Riemann (au lieu de 4* = 256 !).

Enfin les dérivées covariantes du tenseur de Riemann vérifient une propriété trés im-
portante, appelée identité de Bianchi :

V,R° 0l (4.107)

+ VR, + VR

Buv Bopw —

Remarque : Iln’y a pas de consensus dans la littérature sur [’ordre des indices du tenseur
de Riemann. Nous utilisons ici la méme que dans les livres de Carroll [3], Hartle [0],
Hawking & Ellis [17], Misner, Thorne & Wheeler [15] et Poisson [19]. Elle différe
de celle utilisée par Wald [21]. Pour vérifier quelle convention est utilisée dans un

ouvrage donné, un bon moyen consiste a regarder comment est écrite lidentité de
Ricci (4.99).
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4.3.3 Tenseur de Ricci et tenseur d’Einstein

Le tenseur de Ricct R est le tenseur de type (g) (forme bilinéaire) obtenu par con-
traction des premier et troisiéme indices du tenseur de Riemann :

\Rag = R0,5 \ (4.108)

En vertu de la propriété (4.105), R est une forme bilinéaire symétrique :

Rap = Rpo | (4.109)

Les composantes du tenseur de Ricci se déduisent de (4.98) :

or* BING
— ap [e7%} v v
Raﬁ B OxH B OB + F‘uaﬁr uv I auruyﬁ . (4110)

On définit le scalaire de courbure (également appelé scalaire de Ricci) comme la trace
du tenseur de Ricci prise a ’aide de la métrique g :

R:=g"Rp| (4.111)

En contractant 'identité de Bianchi (4.107) sur les indices o et p et en utilisant la
définition (4.108) du tenseur de Ricci, il vient

. v
V,Rs, + VR, + VR, =0
Grace a la propriété d’antisymétrie (4.102), le dernier terme s’écrit V, R"; = -V, R"; =
—V.,Rg,. On a donc
Vo Rs, + VR, —V,Rg, = 0.

En contractant cette équation avec g%, il vient, puisque ® vV, ¢ =0,

vp<96yRBV) + VM@BVRM[&W;) - gﬁyvuRﬁp = 0.
R

Le terme du milieu se simplifie comme suit :
gﬂVRuﬁup = QBVQWRUBVP = _QBVQWRBUW = _gWRVaup = —¢""Rop = —9°" R,

ou l'on a utilisé la propriété d’antisymétrie (4.103) pour établir la deuxiéme égalité. Il
vient donc (en utilisant V,¢"” = 0)

V,R—¢"V,R,, — ¢""V,Rs, = 0.

Les indices o et p étant muets, les deux derniers termes sont identiques, si bien que l'on
peut réécrire I’équation comme

V,R—2¢""V,Rs, =0,

5. C’est une conséquence de V g = 0, cf. Eq. (4.62).
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En multipliant cette relation par —1/2, en utilisant R, = R,s [Eq. (4.109)] et en effec-
tuant les changements de notation v — p et p — «, on obtient

1
9"V Rop — 5 Valt=0.

Puisque V,R = 6",V ,R = gapg”*V R = ¢°"V ,(gasR), il vient au final

1
v? (Raﬁ - 5Rgaﬁ> =0, (4.112)

ol
VP .= ¢%v,. (4.113)

L’Eq. (4.112) suggére d’introduire le tenseur suivant :

1
G:=R- Rg| (4.114)

qui est appelé tenseur d’Einstein. L’Eq. (4.112) signifie que ce tenseur est a divergence

nulle :
V-G=0| (4.115)

C’est en fait le seul tenseur symétrique de valence 2 que l'on peut former a partir des
dérivées secondes de g qui ait cette propriété.

4.4 Tenseur énergie-impulsion

4.4.1 Deéfinition

La derniére piéce manquante avant de mettre en place I'équation d’Einstein est le
tenseur énergie-impulsion de la matiére. Ce dernier est un champ tensoriel T' sur & qui
décrit le contenu en matiére de I'espace-temps. En fait, il ne décrit que 1’énergie et 1'im-
pulsion associée a la matiére, ou a tout autre forme de champ non gravitationnel, comme
par exemple le champ électromagnétique. Ainsi T' ne contient pas toute I'information sur
le détail microscopique des constituants de la matiére. Plus précisément, T est un champ
tensoriel de type (g), symétrique® qui vérifie les propriétés suivantes, étant donné un
observateur O de 4-vitesse g :

e La densité d’énergie de la matiére mesurée par O est

£ = T(’L_I:o, ﬁo) (4116)
e La composante i (i = 1,2,3) de la densité d’impulsion de la matiére mesurée par O
est 1
p'=—=T(€;,dy), (4.117)
c

6. T est donc une forme bilinéaire symétrique, tout comme le tenseur métrique, le tenseur de Ricci ou
le tenseur d’Einstein.
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ou (€;) constitue une base orthonormale de 'espace local de repos de O, c’est-a-dire
de 'hyperplan orthogonal a O (cf. § 2.5.2). Le vecteur densité d’impulsion mesuré
par O est alors

p=peé. (4.118)

e Le vecteur flux d’énergie de la matiére mesuré par O est
B = '€, (4.119)

avec '

Ainsi, 'énergie par unité de temps (puissance) qui traverse un élément de surface
de normale 1 et d’aire dS dans ’espace de repos de O est

‘;—f — @ nds. (4.121)

® Le tenseur des contraintes mesuré par O est

Autrement dit, T'(€;, €;) est la force exercée par la matiére dans la direction de €;
sur 'unité de surface dont €; est la normale.

Remarque : Quand nous disons « matiere » dans les expressions ci-dessus, il faut le
prendre au sens large, c’est-a-dire inclure toute forme d’énergie-impulsion présente
dans [’espace-temps, y compris celle du champ électromagnétique. Dans ce dernier
cas, ¢ n'est autre que le vecteur de Poynting relatif a l'observateur O et S;; est
appelé tenseur des contraintes de Maxwell.

La symétrie du tenseur énergie-impulsion implique T'(€;, 1) = T'(tp, €;). Au vu de
(4.117) et (4.120), on en déduit I'égalité, a un facteur ¢® prés, des vecteurs flux d’énergie
et densité d’impulsion :

@ = c*p| (4.123)

On peut voir cette égalité comme une conséquence de 1’équivalence masse-énergie en
relativité.

On dit que la matiére satisfait a la condition d’énergie faible si I’énergie ¢ = T (uy, Uy)
est positive quelle que soit la 4-vitesse 4. Si de plus, p - pc® < e quelle que soit i, on
dit que la matiére satisfait a la condition d’énergie dominante. Toutes les formes ordi-
naires de matiére, ainsi que le champ électromagnétique, satisfont & la condition d’énergie
dominante (et donc a la condition d’énergie faible).

4.4.2 Tenseur énergie-impulsion du fluide parfait

Un modéle de matiére trés important est constitué par le fluide parfait. Dans ce cas,
la matiére est décrite par un champ de 4-vitesses u, qui représente en chaque point la
4-vitesse d’une particule fluide, et par une pression isotrope dans le référentiel du fluide
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(c’est-a-dire vis-a-vis d’un observateur dont la 4-vitesse serait ). Plus précisément, un
fluide parfait est défini par le tenseur énergie-impulsion suivant :

T=(p’ +pu®@u+tpg, (4.124)

ou
e p et p sont deux champs scalaires, qui représentent respectivement la densité d’én-
ergie du fluide (divisée par ¢?) et la pression du fluide, toutes deux mesurées dans
le référentiel du fluide;
e u est la forme linéaire associée au vecteur 4 par le tenseur métrique via
u: Tr(€) — R

— —

v — gu,v¥)=u-"v. (4.125)

En termes des composantes : si u = u,e
vectorielle et (e®) sa base duale, alors

U, = Gapu’. (4.126)

On dit que 'on a « baissé » l'indice de u® a 'aide de g. Comme il n’y a pas
d’ambiguité, on note souvent u, a la place de u,,.
e Le produit tensoriel u ® w est défini de maniére similaire & (4.23) :

u®u : Tp(&)x Tp(&) — R

@F) s (), @) (4.127)

Les composantes du tenseur énergie-impulsion par rapport & une base vectorielle (€,)
sont
Top = (¢ + p) Uatis + D Gap- (4.128)
Considérons un observateur O de 4-vitesse 4. D’aprés la formule (4.116), cet obser-
vateur mesure la densité d’énergie du fluide suivante :

e =T (ty, Uy) = (pc® + p) (G - Uy) (4 - Uy) + pg(ty, Up), 4.129
(o, o) (P P)( F0)( F0) p g (o, tp) ( )
=- =-— =-1

ot l'on a introduit le facteur de Lorentz I" (& ne pas confondre avec les symboles de
Christoffel !). On a donc
e =T%(pc* +p) —p. (4.130)

Le lecteur pourra étre surpris par le carré du facteur de Lorentz, car il s’attendait peut-
étre & un facteur I' et non I'?, en vertu de la formule E = I'mc? [cf. Eq. (2.105)]. En
fait, il ne faut pas oublier que € est une densité d’énergie et non une énergie. Le facteur
I’ supplémentaire vient donc de la « contraction des longueurs » dans la direction du
mouvement, qui diminue le volume et augmente la densité.
Par ailleurs, la densité d’impulsion du fluide mesurée par O s’obtient en appliquant la
formule (4.117) :
V= Tl €) = (o + p) (5 )5 &)~ © gt &), (1.131)
c c v:—r ;R;—//C c \q:,—/o
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ou V' := cI'"€; - u désigne la vitesse du fluide par rapport a O dans la direction €;. On
a donc

p=1(p+ L)V (4.132)
c
Enfin, le tenseur des contraintes mesuré par O est donné par (4.122) :

Sij = T(é}, é}) = (,002 +p) (’L_l: . é;)(’l?l: . é}) —|—pg(é}, éj), (4133)

M N~ N——

=I'Vi/e =TVi/ec =dij
soit o
Sy =y + T2 (p+ 5) VIV, (4.134)
c

Dans le cas ot O est comobile avec le fluide, 4y = 4, I' = 1, V' = 0, et les formules
ci-dessus se réduisent a

e = pc, (4.135)
P = 0, (4.136)

On retrouve ainsi 'interprétation des champs scalaires p et p donnée plus haut.
Un fluide parfait satisfait la condition d’énergie faible ssi p > 0 et pc®> +p > 0 et a la
condition d’énergie dominante ssi pc® > |p|.

4.5 Equation d’Einstein

4.5.1 Enoncé

L’équation d’Einstein relie le tenseur d’Einstein G au tenseur énergie-impulsion T via

&G

ct

G+Ag=—_T| (4.138)

ou A est une constante, appelée constante cosmologique, et G est la constante de Newton
donnée par (3.7). Une des motivations d’Einstein était en effet de trouver une formulation
qui assure que le tenseur énergie-impulsion soit & divergence nulle, ce qui est une forme de
conservation locale de I’énergie et de 'impulsion. Comme on I’a vu au § 4.3.3, le tenseur
d’Einstein vérifie cette propriété [identité de Bianchi contractée (4.115)] et par ailleurs
V - g = 0, puisque la connexion V est compatible avec la métrique g [Eq. (4.62)]. La

forme (4.138) implique donc
v.-T=0| (4.139)

En explicitant le tenseur d’Einstein en terme du tenseur de Ricci [cf Eq. (4.114)],
I’équation d’Einstein s’écrit sous la forme

&G

ct

T| (4.140)

1

On peut soit postuler I’équation d’Einstein (ce que nous ferons ici), soit la dériver a
partir d’un principe variationnel, en utilisant 1’action d’Hilbert-Einstein (cf. le cours de
Jérome Perez |1 1] ou de Sean Carroll [3]).
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4.5.2 Limite newtonienne

En champ gravitationnel faible, on peut toujours trouver un systéme de coordonnées
(%) = (ct, x,y, z) ou les composantes de la métrique s’écrivent

o\’ o\ ?
Gapdrda’® = — (1 + —2> dt* + (1 + —2) (dz? + dy* + dz?) . (4.141)
c c
® désigne le potentiel gravitationnel newtonien et doit vérifier

|| < 2. (4.142)

On peut également écrire (4.141) sous la forme équivalente au premier ordre en ®/c? :
) )
Gapdrda’ = — (1 + 2—2) cdt? + (1 — 2—2> (dz? + dy? + d=?) . (4.143)
c c

Un exemple de coordonnées oil ¢,5 a la forme (4.143) est constitué par les coordonnées
cartésiennes associées aux coordonnées isotropes (ct, 7,0, ) introduites au § 3.2.5 pour
'espace-temps de Schwarzschild. En effet si 'on fait ® = —GM /7 dans I'Eq. (3.18) et que
l'on effectue un développement limité en ®/c?, on obtient (4.143).

En calculant les symboles de Christoffel a partir des composantes (4.143), puis le
tenseur de Ricci via (4.110), le tout au premier ordre en ®/c?, on constate que les dix
composantes de I’équation d’Einstein avec comme source un fluide parfait non relativiste
(p < pc?) se réduisent a une seule équation non triviale (la composante 00), qui est

AD = 47C p. (4.144)

On retrouve donc I’équation de Poisson de la gravitation newtonienne, ce qui montre que
la relativité générale est bien une extension de cette derniére.

4.6 Solutions statiques et a symétrie sphérique

Cherchons a présent les solutions de 1’équation d’Einstein avec A = 0 dans le cas
simple, mais astrophysiquement intéressant, d’un corps a symétrie sphérique et statique.
On supposera que le tenseur énergie-impulsion T est soit nul dans tout I'espace, soit celui
d’un fluide parfait dans une région limitée de I’espace. Dans le premier cas, la solution
correspondra & un trou noir de Schwarzschild, et dans le deuxiéme a une étoile fluide.

4.6.1 Ecriture de I’équation d’Einstein

Nous avons vu au § 3.2.1, que dans tout espace-temps a symétrie sphérique, on peut
choisir des coordonnées (z%) = (2° = ct,r,0, ) telles que les composantes du tenseur
métrique se mettent sous la forme (3.3). Si de plus on suppose que l'espace-temps est
statique, alors on peut supprimer la dépendence en t dans les composantes (3.3) et obtenir :

Gop dz® da’ = —N(r)?Edt? + A(r)*dr? + B(r)*(d6* + sin® 0 dp?). (4.145)
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De plus, on peut toujours choisir comme coordonnée r le rayon aréolaire des sphéres
d’invariance liées a la symétrie sphérique (cf. page 59). Cela revient a faire B(r) = r. On
a alors

Gop dz® dz? = —e* O Edt* + 2O dr? + 12 (d6? + sin® 0 dp?) |, (4.146)

ot l'on a posé v(r) :=In N(r) et a(r) := In A(r). Nous avons besoin de la matrice inverse
g*?, qui est évidemment

1 1
af _ g _em2w(r) p=2a(r) %) 4.147
g 1ag ( e ; € "2 r2sin29> ( )

On peut alors calculer les symboles de Christoffel suivant (4.51) ; on obtient

FOOT = FOTO = I/

[7,, = 2=/ rr.,.=d [Mgg=—re® I7  =—r sin? f e 2
[0 =T%.=1/r I’ =—cosfsinb
1
_ _ ¢ TP _
0%, =%, = 1/r %, =T%,=—

(4.148)
ou v =dv/dr et o' = da/dr. Tous les autres symboles de Christoffel sont nuls. On vérifie
que si v =0 et a = 0 (métrique de Minkowski), on retrouve bien (4.67)-(4.69).

A partir des symboles de Christoffel, nous pouvons calculer les composantes du tenseur
de Ricci suivant (4.110); il vient

2
Ry = 29[ 4+ (/)2 —va + = (4.149)
r
2
R, = —V'— (@) +vVd +=d (4.150)
r
Ropg = e [r(d/ =) —1]+1 (4.151)
Ry, = sin’f{e*[r(a/ =) —1]+1}. (4.152)

Tous les autres composantes sont nulles. On vérifie que pour v =0 et a = 0, Ryp = 0.
Le scalaire de Ricci s'obtient par R = ¢*? R, [Eq. (4.111)] :

1 1
_ —2v —2«
R=—¢ R()() +e Rrr + ﬁRgg + mRWP. (4153)
Avec les valeurs ci-dessus, il vient
—2a " 2 N 2 ! / 1 200
R=2e =" = (V) +Vd +=(/ =V)+ 5 (e —1)]|. (4.154)
r r

A partir de R,s et R, on forme le tenseur d’Einstein via I'Eq. (4.114) :

1
Goo = Roo— §R(—€2y) (4155)
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1
G = R, — §R62°‘ (4.156)
1
Goo = Ry — 537‘2 (4.157)
G,, = R LR sin? 6 4.158
pp T e T AT SO (4.158)
En remplacant R,3 et R par leurs valeurs ci-dessus, on obtient
eQ(V—a)
Goo = — (2ra’ +¢* —1) (4.159)
r
1 «
G = — (2r/ +1— ™) (4.160)
2 —2a " N2 /o 1 ! /
Gog = 1€ |:V + (V) = Va +—(l/—0é):| (4.161)
r
1
G, = 7r7sin®fe {1/” + W) —vad + =~ o/)} : (4.162)
r
Les composantes non triviales de 1’équation d’Einstein (4.138) avec A = 0 s’écrivent alors
8rG
2ra’ 4+ €2 — 1 = 2Ty, X (4.163)
c
8t
2ry + 1 —e* = 7T4 r*T,, (4.164)
c
1 87TG Tg@
" N2 N / / 2c
_ () — = == 4.165
v+ (V) Va—i—r(u a') i ( )
1 G T,
" N2 /1 / N PP 2a
'+ (V) = Va —|—;<l/—0é)— g (4.166)
Les autres composantes conduisent a la contrainte
Tos =0 pour « # . (4.167)

4.6.2 Solution de Schwarzschild

Nous sommes a présent en mesure de dériver la solution de Schwarzschild, que nous
avions admise au Chap. 3. Il s’agit d’une solution du vide, c’est-a-dire de tenseur énergie-
impulsion identiquement nul sur & : T = 0. Les dix équations d’Einstein (4.163)-(4.167)
se réduisent alors a

2ra/ +e** —1=0 (4.168)

2r/ +1—¢e** =0 (4.169)
1

Vi (V) =V + (V- ) =0. (4.170)
r

La premiére équation est simple car elle ne contient que la fonction «(r). En posant

e2o(r) = % — a(r)= —%m f(r), (4.171)
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elle devient

rf'+1—f=0. (4.172)
La solution qui vaut 1 lorsque 7 — 400 (de maniére & assurer o« = 0 et donc une métrique
asymptotiquement plate) est

K
fr)y=1+—, (4.173)
r
ot K est une constante. On a donc
1 K
=——In{1+—|. 4.174
) =5 (1+5) (4.174)
En reportant cette valeur dans (4.169), il vient
1
2r +1— ——— =0 4.175
rv + 1+ K/r ; ( )
solt LK)
, —K/r
== — 4.176
YTo1y K/r ( )

On en déduit immédiatement que

u(r) = %m (1 + g) , (4.177)

la constante d’intégration étant choisie nulle pour assurer v — 0 lorsque r — +00. On
peut vérifier que les fonctions «a(r) et v(r) données par (4.174) et (4.177) satisfont la
troisiéme équation [Eq. (4.170)].

En reportant « et v dans (4.146), on obtient I'expression de la solution de I’équation
d’Einstein dans le vide, dans le cas statique et a symétrie sphérique :

K K\'
Gop dz® da’ = — (1 + 7) Adt* + (1 + 7) dr? + r3(d6* +sin® 0 dp?) | (4.178)

En comparant avec ’'Eq. (3.6), on reconnait tout de suite la solution de Schwarzschild
correspondant a une masse centrale
AK
M=———-. 4.179
°C (4.179)
Remarque : Dans le cas T =0 (vide) et A =0 (pas de constante cosmologique), I’équa-
tion d’Einstein (4.140) est équivalente a

R=0. (4.180)

En effet, en prenant la trace de (4.140) avec T = 0 et A = 0, on obtient R —
1/2R x 4 =0, c’est-a-dire R = 0. Le report de cette valeur dans (/.140) conduit
a (4.180). Une solution de l’équation d’FEinstein du vide avec A = 0, comme la
solution de Schwarzschild (4.178), est donc une métrique dont le tenseur de Ricci
est identiquement nul. Par contre, le tenseur de Riemann n’est pas nul, sauf dans
le cas de la solution triviale constituée par la métrique de Minkowski (espace-temps

plat).
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4.6.3 Equations de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Traitons a présent le cas ou 'espace-temps n’est pas vide, mais contient une étoile
centrale, que nous supposerons constituée d’un fluide parfait. Le tenseur énergie-impulsion
est donc de la forme (4.124), avec toutefois des restrictions sur la 4-vitesse 4 en raison
des hypotheéses de symétrie sphérique et de staticité. Cette derniére condition impose que
4@ soit colinéaire au vecteur de Killing 8y = ¢18; (cf. § 3.2.1) :

@ = u° 8y, (4.181)
La relation de normalisation 4 - %4 = —1 permet alors de déterminer u° en fonction de la
composante ggo de la métrique, puisque (4.181) implique 4 - & = goo(u®)? = —e?”(u°)%.
On a ainsi

u=ec 0. (4.182)

Pour former le tenseur énergie-impulsion, il nous faut la forme linéaire w associée a 4
par le tenseur métrique. Ses composantes sont 1, = gogt” [Eq. (4.126)]. Etant donnée la
forme (4.146) de gap et le fait que u* = (e7%,0,0,0), on obtient

U, = (—€”,0,0,0). (4.183)

Les composantes du tenseur énergie-impulsion sont alors [cf. Eq. (4.128)]

Too = (pc® + p)e* + p(—e*) = e* pc? (4.184)
T, = e**p (4.185)
Tyo = pr? (4.186)
Tpp = pr’sin®b, (4.187)

les composantes non diagonales étant nulles. En reportant ces valeurs dans les composantes
(4.163)-(4.166) de I'équation d’Einstein, il vient

_ 8rG

2rae ™ — e 4 1 = z rp (4.188)
Con, 8rG
(2rY +1)e ™ - 1= i rp (4.189)
1
Vi (V) = vVd + =V —d) = 87T4Gp e, (4.190)
r ¢

Par analogie avec la métrique de Schwarzschild, effectuons le changement de variable
suivant :

~ 2Gm(r)

—2a(r) __.
e =:1 2,

: (4.191)

ou m(r) est la nouvelle inconnue. En remarquant que

go/e-20tr) _ _ L 200y _ _ 14 (1 _ M) _ 26 (ml(” - m(T)) L (4.192)

dr dr c3r c? r 72
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I'Eq. (4.188) se simplifie considérablement et devient
m'(r) = 4mrp. (4.193)

Dans le cas de Schwarzschild, on aurait eu p = 0 (vide) et donc m(r) = const. = M.
De son coté, 'Eq. (4.189) devient, lorsqu’on y reporte (4.191),

Vi) = & (1 - QGm(r))l (m<r> +47r7“%> . (4.194)

c? c2r r?

Enfin, plutét que d’utiliser la composante (4.190) de I’équation d’Einstein, il est plus
commode de considérer ’équation de conservation de l’énergie-impulsion V - T = 0
[Eq. (4.139)]. Rappelons qu’en vertu de 'identité de Bianchi, cette équation est une con-
séquence de 'équation d’Einstein. Dans le cas présent, elle n’a qu'une seule composante
non nulle, la composante r, qui s’écrit trés simplement

dp 9 dv
— — =0. 4.1
o T +p)— =0 (4.195)
Posons ()
r
v(r) =: o (4.196)

de maniére & ce qu’a la limite non relativiste, ®(r) redonne le potentiel gravitationnel
newtonien [comparer le terme goo dans (4.146) et (4.143)]. On peut alors réécrire les
équations (4.193), (4.194) et (4.195) sous la forme

CZ—T = 47r? p(r) (4.197)
% _ (1 _ 20%(7")) B (GT_Q(T) L 4WGT%> (4.198)
% _ (p(,,) N 1@) % | (4.199)

Ce systéme d’équations différentielles du premier order en m(r), ®(r), p(r) et p(r) s’ap-
pelle systéme de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV). Il doit étre complété par la donnée
d’une équation d’état reliant p et p (7) :

p=p(p). (4.200)

Il détermine alors complétement la structure d’une étoile relativiste statique et a symétrie
sphérique. Un exemple de solution exacte du systéme TOV est donné au § B.7 de I’An-
nexe B : il s’agit de la solution de Schwarzschild interne pour une étoile incompressible.

7. Nous ne considérons ici que de la matiére froide, pour laquelle la pression est uniquement fonction
de la densité. C’est une excellente approximation pour les naines blanches et les étoiles & neutrons [cf.
cours TH9 (Frédéric Daigne)]. Si on doit prendre en compte la température, I’équation d’état devient
p=p(p,T) et il faut ajouter une loi qui gouverne T'(r) pour fermer le systéme.



122

Equation d’Einstein

A la limite newtonienne (Gm(r)/(c*r) < 1) et pour un fluide non relativiste (p/c? <
p), le systéme TOV se réduit aux équations de I’hydrostatique bien connues :

dm 9

s A= p(r) (4.201)
dd  Gm(r)

- = (4.202)
dp do

i —p(r) o (4.203)

4.6.4 Pour aller plus loin...

Nous renvoyons au livre de Haensel, Potekhin & Yakovlev [55] pour une discussion
approfondie des solutions du systéme TOV et de leur stabilité, et a [54] pour une intro-
duction aux modéles stellaires axisymétriques en rotation.

4.7 Exercices

A ce stade du cours, on peut traiter les problémes suivants de I’Annexe B :

le probléme B.2 (Equation de Killing) ;

les questions 7 et 8 du probléme B.3 (Trou de ver), les questions 1 & 6 relevant du
chapitre précédent ;

le probléme B.6 (Quadriaccélération et dérivée de Fermi- Walker)

le probléme B.7 (Modéle d’étoile incompressible) ;

le probléme B.8 (Vitesse du son relativiste) ;

le probléme B.9 (Photon émis par une étoile) ;

le probléeme B.10 (Pression de radiation et effet Poynting-Robertson);

les questions 1 & 4 du probléme B.13 (Tenseur de Killing et constante de Carter).
le probléme B.15 (Déviation géodésique)
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5.1 Introduction

Les trous noirs sont sans doute les objets les plus fascinants de la relativité générale.
Dans les quarante derniéres années, ils sont passés du statut de curiosités abstraites, en
tant que solutions mathématiques de I'’équation d’Einstein, & celui de membre a part
entiére du bestiaire de 'astrophysique.

Les trous noirs statiques (sans rotation) sont décrits par la métrique de Schwarzschild,
que nous avons obtenue au Chap. 4 en résolvant I’équation d’Einstein et dont nous avons
étudié les propriétés a 'extérieur du rayon de Schwarzschild au Chap. 3. Dans le chapitre
présent, nous allons nous focaliser sur les propriétés de la métrique de Schwarzschild
qui sont propres au trou noir, a savoir la présence d'un horizon des événements. Nous
discuterons aussi du cas trés important pour l'astrophysique des trous noirs en rotation.
Ces derniers sont décrits par une solution axisymétrique et stationnaire de 1’équation
d’Einstein : la métrique de Kerr, qui généralise celle de Schwarzschild.

Auparavant, ouvrons une parenthése sur la notion de trou noir en régime newtonien.
On peut en effet prédire 'existence de trous noirs dans le cadre de la théorie newtonienne
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de la gravitation, pour peu que l'on traite les photons comme des particules ordinaires
soumises a la gravitation. Ainsi que 'ont remarqué 1’Anglais John Michell et le Frangais

Pierre Simon de Laplace a la fin du XviIii® siécle |31, 30|, la vitesse de libération depuis
la surface d’un corps massif atteint la vitesse de la lumiére lorsque
1 GM
—t = (5.1)
2 R

ot M est la masse du corps (supposé sphérique) et R son rayon. Ainsi, un corps dont le
rapport M /R obéirait a I’équation ci-dessus ne laisserait pas s’échapper la lumiére : ce
serait donc un trou noir.

Comme nous l'avons déja souligné dans la remarque faite page 57, les trous noirs ne
correspondent pas nécessairement a des objets extrémement denses. En effet le critére (5.1)
est en M/R, alors que la densité varie comme M/R3. Si I'on définit la densité moyenne
par p:= M/(4/37R3), on peut récrire (5.1) comme

Lo 4 o

3¢ = gﬂ'GpR : (5.2)
de sorte que pour toute valeur de p, méme petite, il suffit que le corps soit suffisamment
étendu (R grand) pour satisfaire au critére de trou noir. Ainsi Michell avait calculé en
1784 qu’un astre de méme densité que le Soleil mais de rayon 500 fois plus grand serait
un trou noir [31]. Laplace considére quant a lui un corps de méme densité que la Terre et
écrit, dans les deux premieéres éditions de son Ezposition du systeme du monde, parues en
1796 et 1799 [30],

Un astre lumineuz, de la méme densité que la Terre, et dont le diametre serait
250 fois plus grand que le Soleil, ne permettrait, en vertu de son attraction, a
aucun de ses rayons de parvenir jusqu’a nous. Il est deés lors possible que les
plus grands corps lumineux de ['univers puissent, par cette cause, étre invisi-

bles.

Notons également que I'impossibilité pour la lumiére de s’échapper d’« étoiles» de trop
grande taille est mentionnée par ’astronome Frangois Arago dans une communication a
I’Académie des Sciences en 1810, qui ne sera publiée qu’en 1853 [22].

Remarquons qu’en terme du parameétre de compacité = introduit au Chap. 3, le critére

(5.1) se traduit par
1
=_, 5.3
: (53)
ce qui montre bien que les trous noirs doivent avoir un champ gravitationnel intense. Il
convient donc d’arréter 1a leur description newtonienne et de se tourner vers la relativité

générale.

(1]

5.2 Singularité de coordonnées et singularité centrale

5.2.1 Nature de la singularité au rayon de Schwarzschild

Un trou noir statique est décrit par la métrique de Schwarzschild, qui est la solution
du vide de I’équation d’Einstein que nous avons dérivée au § 4.6.2. Dans les coordonnées
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(x%) = (ct,r,0,p) dites coordonnées de Schwarzschild, cette solution prend la forme (3.6) :

-1
Gop dz® da” = — <1 - &) Adt* + (1 - &) dr* +r* (d6* 4+ sin® 6 dy®) | (5.4)
r r

ol Rg est le rayon de Schwarzschild défini par

~2GM

c2

Ry :

(5.5)

Ainsi que nous 'avons déja noté au § 3.2.2, on constate sur (5.4) que les composantes gng
sont singulieres en r = 0 et r = Rg. Examinons tout d’abord la nature de la singularité en
r = Rg. Pour ce faire, utilisons les coordonnées d’Eddington-Finkelstein entrantes z¢ =
(v,7,0,p) introduites au § 3.3.2, plutét que les coordonnées de Schwarzschild (ct, r, 6, ¢).
Les composantes du tenseur métrique sont alors données par (3.40) :

9aj dz® da® = — (1 - %) dv® + 2dvdr +r* (df® + sin® 0 dp?) . (5.6)

Les hypersurfaces 2° = v = const sont du genre lumiére. Cela signifie que la métrique

induite y est dégénérée ' : sa signature est (0,+,+) comme le montre I'absence de terme

en dr? dans (5.6). Pour retrouver le cas plus familier des hypersurfaces 2° = const

du genre espace (c’est-a-dire avec une métrique induite définie positive), choisissons pour

20 1a coordonnée )
t:==(v—r) (5.7)
c
plutdt que v. En remplagant v par I'expression (3.34) : v = ¢t +r + Rgln (r/Rs — 1), on
peut relier & la coordonnée de Schwarzschild ¢ :

~ RS r
t=t+—1 — =111 5.8
+ B D(Rs ) (5.8)

On appelle alors coordonnées d’Eddington-Finkelstein 3+1 les coordonnées

% = (ct,r,0,0). (5.9)

Remarquons qu’elles ne différent des coordonnées de Schwarzschild que par £ a la place
de t. Le premier vecteur de la base naturelle associée a ces coordonnées n’est autre que
le vecteur de Killing é) associé a la stationnarité de la métrique de Schwarzschild |[cf.
Eq. (3.41)] :

8{ = 8,5 = Cf(o). (5.10)
Il est facile d’établir (5.10) : pour tout champ scalaire f sur &, on a en effet, au vu de la
transformation (5.8)-(5.9),

o of of ot of or Of 00 Of Oy of -

9L _9dr ot df or 0 00 Of dp O _ _ 11

Bi(f) of Ot ot  Or of 90 of oo of Ot (1) (5.11)
\:/1/ =0 =0 =0

1. cf. § 2.3.1 pour un rappel de la définition de dégénérée.
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0 R,

FIGURE 5.1 — Espace-temps de Schwarzschild en coordonnées d’Eddington-Finkelstein 341 (ct, 7,6, ¢).
Les lignes en traits continus rouges représentent les hypersurfaces ¢ = const ou t est la coordonnée de
Schwarzschild. Les droites en pointillés inclinées & —45° représentent les géodésiques lumiére radiales
entrantes et les autres lignes en pointillés les géodésiques lumiére radiales sortantes. H est 'horizon des
événements, situé en r = Rg. Le vecteur de Killing associé a la stationnarité, éo) = c‘lgg, est une
normale lumiére de . Il est donc tangent & H.

Cela montre bien que les vecteurs 55 et 8, sont égaux.
En différenciant (5.7), il vient dv = cdt + dr, que I'on reporte dans (5.6) pour obtenir
les composantes de la métrique dans les coordonnées d’Eddington-Finkelstein 341 :

- R Rs - R
Ga5da® da? = — (1 - —S) Adi® + 2TScdtdr + (1 + S) dr? + 7 (d6? + sin® 0 d?) |.

r r

(5.12)
Ces composantes ne sont pas singuliéres en r = Rg. En particulier, g,|,_ re = 2- On
a certes gzl _ rs = 0, mais cela n’implique pas que g soit dégénérée en ce point, car la
matrice g,z n’est pas diagonale. Son déterminant vaut d’ailleurs

det(gs5) = —r*sin® 6. (5.13)

Puisque det(g&B)L:RS # 0, g n'est donc pas dégénérée en r = Rg. Nous concluons
donc que la singularité r = Rg des coeflicients métriques g¢,5 dans les coordonnées de
Schwarzschild est due & ces coordonnées et ne refléte pas une singularité du tenseur
métrique g. C’est un exemple de ce que 'on appelle une singularité de coordonnées.
L’espace-temps de Schwarzschild est représenté sur la Fig. 5.1 en coordonnées d’Edding-
ton-Finkelstein 3-+1. On voit clairement sur cette figure que les coordonnées de Schwarzschild
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(ct,r,0,p) sont pathologiques en r = Rg car les hypersurfaces de coordonnée t constante
ne traversent jamais I'hypersurface r = Rg (elles « s’accumulent » en r = Rg).

5.2.2 Singularité centrale

Examinons & présent la singularité en » = 0, qui est présente, non seulement dans les
composantes du tenseur métrique en coordonnées de Schwarzschild [Eq. (5.4)], mais aussi
dans celles en coordonnées d’Eddington-Finkelstein 3+1 [Eq. (5.12)]. Aprés avoir évalué
le tenseur de Riemann associé a la métrique de Schwarzschild [par exemple en calculant
ses composantes en coordonnées de Schwarzschild via 'Eq. (4.98)], on peut former le
scalaire de Kretschmann Raﬁw,RO‘BW, ou Rugu = gaUR"/W et ROPH .= gmg“"g’”’R“7 oo
On obtient

R2
Ropu RO =122, (5.14)
r

|Exercice : le faire]. On note que R,p,, R** diverge lorsque r — 0. Il s’agit 1a d’une

singularité du tenseur métrique g, et non d’une simple singularité de coordonnées, car

RQBWRO‘W” étant un champ scalaire, sa valeur en un point est indépendante de tout
systéme de coordonnées.

Remarque 1: Un autre invariant auquel on aurait pu penser est le scalaire de Ricct R =
9*PRop [cf. Eqs. (4.111) et (4.15})]. Mais ce dernier est identiquement zéro, ainsi
qu’on peut aisément le vérifier sur U'Eq. (}.154), car la métrique de Schwarzschild
est solution de I'équation d’Einstein du vide (cf. la remarque faite page 119).

Remarque 2: Le déterminant de la matrice des composantes g.p n'est pas un invariant.
Il dépend en effet du choiz des coordonnées (x). Ce n’est donc pas une bonne
quantité pour localiser les singularités du tenseur métrique.

La singularité du tenseur métrique g en » = 0 marque la limite de la description
des trous noirs par la relativité générale. Il faudrait sans doute recourir & une théorie
quantique de la gravitation — qui n’existe pas encore vraiment a ce jour? — pour avoir
une description de la région centrale exempte de tout singularité. Du point de vue astro-
physique, tout cela n’est pas important puisque, comme nous allons le voir, la singularité
est cachée sous I’horizon des événements et ne peut, en aucune maniére, influencer le
monde extérieur.

5.3 Horizon des événements

La singularité en r = 0 n’est pas la caractéristique premiére d'un trou noir. Cette
derniére est en effet 'horizon des événements, que nous introduisons a présent.

2. les recherches actuelles dans cette voie sont essentiellement basées sur deux approches : la théorie
des cordes d’un coté, et la gravité quantique a boucles de 'autre, cf. par exemple le livre de Lee Smolin

[67].
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5.3.1 Définition

Déterminons I’équation des géodésiques lumicre radiales en coordonnées d’Eddington-
Finkelstein 3+1 : en effectuant dans (5.12) g, 5 da® dz? = 0 (géodésique lumiére) et df =
dp = 0 (trajectoire radiale), il vient

Rs\ V? Rs V R
<1+—S)—2+2—S——1+—S:0, (5.15)
r ) c roc r
ou l'on a noté V' la vitesse-coordonnée des photons :
d
V=2 (5.16)
dt
L’équation du second degré (5.15) admet deux racines :
V=-c (5.17)
1-— Rs/?“
V = 5.18
1 —|— Rs/?“ ( )

La premiére solution correspond aux géodésiques lumiére entrantes et ne doit pas nous
surprendre : de par leur définition, les coordonnées d’Eddington-Finkelstein entrantes
(v,7,0, ) assurent v = const le long de ces géodésiques, ce qui, via (5.7), implique r =
—ct +const et donc V = —c. C’est d’ailleurs pour cette raison que les géodésiques lumiére
entrantes sont simplement des droites inclinées a 45° sur la Fig. 5.1.
La deuxiéme solution (5.18) correspond aux géodésiques « sortantes ». On constate
qu’elle vérifie
r<Rs < V <0. (5.19)

Cela signifie qu'un photon émis dans la direction radiale depuis un point situé en r < Rg
voit sa coordonnée r décroitre. En conséquence il n’atteindra jamais la région de 1’espace-
temps située en r > Rg. Autrement dit, pour r < Rg, les géodésiques radiales « sortantes »
se comportent comme les géodésiques entrantes (cf. Fig. 5.1).

L’hypersurface r = Rg sépare donc 'espace-temps de Schwarzschild en deux régions
bien distinctes : I'une (r > Rg) ou les photons peuvent atteindre I'infini s’ils sont émis
dans la direction radiale sortante et 'autre (r < Rg) ot les photons sont piégés, quelle que
soit leur direction d’émission. Cette deuxiéme région ne peut donc pas avoir d’influence
causale sur la premiére. Pour cette raison, on dit que '’hypersurface® r = Rg est un
horizon des événements. On le notera H dans ce qui suit.

D’une maniére plus générale, c’est 1'existence d’'un horizon des événements qui définit
un trou noir, et non l'existence d’'une singularité centrale. Une singularité qui ne serait
pas entourée d’un horizon des événements est appelée singularité nue.

La conjecture de censure cosmique stipule que tout effondrement gravitationnel d’étoile

conduit & un trou noir et non & une singularité nue. A ce jour, cette conjecture n’a pas
été rigoureusement démontrée.

3. Dans l'espace-temps & couvert par les coordonnées (7,6, ), la condition » = const définit une
sous-variété de dimension 4 — 1 = 3, donc une hypersurface.
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5.3.2 Genre lumiére de I’horizon des événements

L’horizon des événements H est une hypersurface du genre lumiere, c’est-a-dire que
la métrique induite par g y est dégénérée. En effet, puisque I'horizon des événements
correspond & r = const. = Rg, le triplet (£, 6, ) constitue un systéme de coordonnées sur
‘H ot la métrique induite s’écrit, d’aprés (5.12),

d52|H = —0 x *dt* + RE (df? + sin® 0 dp?) = R (db? + sin® § dp?) . (5.20)

L’absence de terme en dt? dans l'expression ci-dessus montre clairement que la direction
t constitue une direction de dégénérescence de la métrique induite. Pour cette raison, les
cones de lumiére sont tangents a H, ainsi que dessiné sur la Fig. 5.1.

Le vecteur de Killing 5(0) = c*18_% [cf. (5.10)] est du genre lumiére sur H, car

E(O) '5(0) = gool_py = — (1 — &> = 0. (5.21)
r=Rg A B
Par ailleurs, &0) est normal a H :
V& € Tp(H), &) -7 =0. (5.22)
C’est facile a vérifier puisque tout vecteur tangent & H s’écrit
U= UOE(O) + 08y + U“"ij, (5.23)

et que 5(0) est orthogonal & chacun des trois vecteurs du membre de droite (dont lui-méme,

puisqu’il est du genre lumiére). Le vecteur de Killing 5(0) est également tangent a H (il
vérifie égalité ci-dessus avec v° = 1 et v? = v¥ = 0). On retrouve ainsi une propriété car-
actéristique des hypersurfaces du genre lumiére : leur normale leur est également tangente
(cf. Fig. 5.1).

La propriété que nous venons d’établir pour le trou noir de Schwarzschild est en fait
générique : I’horizon des événements est toujours une hypersurface du genre lumiére. Cela
signifie qu’il s’agit d’'une « membrane » qu’une particule matérielle, voyageant nécessaire-
ment sur une ligne d’'univers du genre temps, ne peut traverser que dans un sens : de
I'extérieur vers l'intérieur. Notons que cette propriété n’est pas I’apanage de ’horizon des
événements : la nappe du futur de n’importe quel cone de lumiére de ’espace-temps plat
la posséde également. Ce qui distingue vraiment ’horizon des événements, c’est que les
photons émis a l'intérieur de cette « membrane » n’atteignent jamais la région asympto-
tiquement plate située a I'infini.

L’horizon des événements est une membrane immatérielle et aucune expérience de
physique locale ne peut le mettre en évidence. Sa définition méme est grandement non
locale. 11 faut en effet construire la totalité des géodésiques lumiére de l'espace-temps
(&, g) pour déterminer si un horizon des événements existe et le localiser.
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FIGURE 5.2 — Image d’un disque d’accrétion autour d'un trou noir calculée par J.-A. Marck (1996)
[59] en intégrant les géodésiques lumiére dans la métrique de Schwarzschild. Le bord interne du disque
est situé a I'ISCO : r = 3Rg [cf Eq. (3.126)].

FIGURE 5.3 — Diagramme d’espace-temps décrivant ’effondrement gravitationnel d’une étoile dans
des coordonnées de type Eddington-Finkelstein 3+1. La partie de ’espace-temps occupée par la matiére
est la partie coloriée en jaune. Les lignes avec des extrémités fléchées représentes les lignes d’univers des
photons émis vers 'extérieur. A l'instant initial to, le rayon de 1’étoile est Ry. A l'instant t; 'horizon des
événements H apparait au centre de 1’étoile. Tous les photons émis a l'intérieur du domaine délimité par
H sont piégés. Ce domaine, hachuré sur la figure, est 'intérieur du trou noir. A I'instant ¢, effondrement
est achevé et une singularité apparait en r = 0.
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5.4 Effondrement gravitationnel

Les trous noirs stellaires se forment lors de I'effondrement du cceur de fer d’'une étoile
massive en fin d’évolution, événement qui donne lieu au phénoméne de supernova. L’ef-
fondrement gravitationnel est représenté schématiquement sur la Fig. 5.3. Nous renvoyons
au cours de Frédéric Daigne (unité d’enseignement Th9) pour plus de détails.

5.5 Trous noirs en rotation

5.5.1 Solution de Kerr

Comme tous les corps dans 1’Univers, les trous noirs réels doivent étre en rotation. La
solution de Schwarzschild, qui est statique, ne fournit alors qu'une description approchée.
Les trous noirs étant accélérés par ’accrétion de matiere, on s’attend a ce que la plupart
d’entre eux soient en rotation rapide. La description par la métrique de Schwarzschild
n’est alors pas satisfaisante. Il se trouve qu’une solution exacte de I’équation d’Einstein
correspondant a un trou noir en rotation a été découverte en 1963 par le mathématicien
néo-zélandais Roy Kerr. De plus, cette solution, comme nous le verrons au § 5.5.2, recouvre
tous les trous noirs stationnaires en rotation !

Dans un systéme de coordonnées = = (ct, r, 0, ), appelées coordonnées de Boyer-Lindquist,

la métrique de Kerr a pour composantes :

. 2 2
Gapdx®da® = — (1 — 2GAMr Adt? — 4GMarsin”§ cdtdyp + P~

B (32,02 CQIOQ 2 A

2G M a?rsin? 0 ’ (5.24)
+p?db?* + (r2 + a® + 2,2 ) sin? 0 dy?
o 2G M
p® i=r1*+a’cos’ 0, A=r?———r+a (5.25)
c

et a et M sont deux constantes, respectivement de la dimension d’une longueur et d'une
masse. M est en fait la masse du trou noir et a est relié au moment cinétique du trou noir
J par

J
= — 5.26
a= (5.26)
La constante sans dimension
A a c J
' =—— = — —— 2
CTEM TG M (5.27)

est appelée parameétre de Kerr de la solution.

Exercice : vérifier a 'aide d’un logiciel de calcul formel (par exemple le logiciel libre
Sage? ou son extension SageManifolds®, cf. Annexe D) que la métrique donnée par (5.24)
est bien une solution de I’équation d’Einstein du vide.

4. http://www.sagemath.org/
5. http://sagemanifolds.obspm.fr/


http://www.sagemath.org/
http://sagemanifolds.obspm.fr/
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Au vu de (5.24), on peut faire les constatations suivantes :

e L’espace-temps de Kerr (&, g) est stationnaire et axisymétrique : les composantes
Jap sont indépendantes des coordonnées t et ¢ (cf. § 3.2.1). Les vecteurs de Killing
correspondant a ces deux symétries sont

— —

E(Q) = 50 = 6_15,5 et €(z) = 8_;0 . (528)

Contrairement a I'espace-temps de Schwarzschild, il n’y a pas d’autres symétries.

e Pour a # 0, 'espace-temps de Kerr n’est pas statique, le vecteur 5(0) n’étant pas
orthogonal aux hypersurfaces ¢t = const, en raison du terme g, # 0 dans (5.24) (cf.
§ 3.2.1).

e Lorsque a = 0, p = r et 'espace-temps de Kerr se réduit a celui de Schwarzschild,
puisque (5.24) redonne alors les composantes (5.4) de la métrique de Schwarzschild
en coordonnées de Schwarzschild. Les coordonnées de Boyer-Lindquist peuvent donc
étre pergues comme une généralisation des coordonnées de Schwarzschild au cas en
rotation.

e Tout comme la métrique de Schwarzschild, la métrique de Kerr est asymptotique-
ment plate.

e Les composantes gog sont singuliéres en p =0 et A = 0.

On peut montrer que la singularité en A = 0 est une simple singularité des coordonnées de
Boyer-Lindquist, qui généralise la singularité des coordonnées de Schwarzschild en » = Rg
(cf. § 5.2.1). Par contre, la singularité en p = 0 est une singularité du tenseur métrique g,
tout comme la singularité en » = 0 de la métrique de Schwarzschild.

5.5.2 Théoréme d’unicité (absence de chevelure)

L’immense intérét de la métrique de Kerr pour l'astrophysique vient du théoréme
d’unicité démontré au début des années 1970 par Brandon Carter, Stephen Hawking et
Werner Israel. Ce théoréme stipule que tous les trous noirs stationnaires en rotation et
non chargés électriquement sont décrits par la métrique de Kerr. Ce théoréme confirme la
conjecture dite d’absence de chevelure établie au milieu des années 1960 par les physiciens
soviétiques Vitaly L. Ginzburg, Yakov B. Zeldovich et Igor D. Novikov (cf. excellent livre
de Thorne pour un compte rendu de cette épopée [69]). L’absence de chevelure signifie
que la structure d’un trou noir en rotation est extrémement simple. Il suffit en effet de
deux nombres réels, M et a, pour la décrire entiérement. Le contraste avec les étoiles en
rotation est patent : pour ces derniéres, la métrique ne peut pas étre décrite par seulement
quelques paramétres scalaires, méme a I'extérieur de 1’étoile. Elle dépend en effet de la
distribution de masse et d’impulsion a 'intérieur de 1’étoile.

Remarque 1: Il n’existe pas d’équivalent axisymétrique du théoreme de Birkhoff énoncé
au § 3.2.4. Autrement dit, la métriqgue de Kerr n’est pas la solution de l’équation
d’Finstein a ’extérieur d’une étoile axisymétrique en rotation. Elle ne décrit que les
trous noirs.

Remarque 2: Si l'on autorise une charge électrique mon nulle, le théoreme d’absence
de chevelure prévaut toujours; il stipule alors que tous les trous noirs stationnaires
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sont décrits par la métrique de Kerr-Newman, qui ne dépend que de trois paramétres
réels : M, a et ), ce dernier étant la charge électrique totale du trou noir.

5.5.3 Horizon des événements

Pour un parameétre de Kerr a < 1, nous admettrons que I’horizon des événements H
de la métrique de Kerr est I’hypersurface définie par r = Ry, ou

Ry = Y ( + m) . (5.29)

A la limite @ = 0, on retrouve Ry = 2GM/c® = Rg.

Pour a > 1, la métrique de Kerr n’admet pas d’horizon des événements : elle décrit
alors une singularité nue et non un trou noir (cf. § 5.3.1). Le cas critique a = 1 est appelé
espace-temps de Kerr extréme.

L’horizon des événements H est une hypersurface de genre lumiére (cf. § 5.3.2), qui
admet le vecteur suivant comme normale :

=€) + 7’* £, (5.30)
avec _
ca

Qyy = ——|. 5.31

H= SR (5.31)

En tant que combinaison linéaire de vecteurs de Killing avec des coefficients constants (1
et Qy), £ est également un vecteur de Killing®. On peut vérifier que

Z-q _0, 5.3
- (5.32)

comme il se doit pour toute normale & une hypersurface lumiére. Les lignes de champ du
vecteur £ sont des géodésiques lumiére tangentes a H. {23 mesure leur enroulement et on
Pappelle vitesse de rotation du trou noir de Kerr. Une autre interprétation de 2y sera
fournie par 'Eq. (5.53) plus bas.

5.5.4 Ergosphére

Le carré scalaire du vecteur de Killing 5(0) = 50 est

2GMr

S = _1 . 5.33
&) - &0) = 9o + 2% L a2cos? 0) ( )

Les zéros de cette fonction sont

GM
— V1—a2cos20) . )
= (1 +v1—a“cos 0) (5.34)

6. Comme £ n’est pas linéairement indépendant de 5_"(0) et 5_"(2), il n’introduit pas de nouvelle symétrie
de ’espace-temps de Kerr
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ergosphere
Vi /

horizon

FIGURE 5.4 — Coupe dans un plan-coordonnées {t = const, ¢ = const} de I'espace-temps de Kerr
pour a = 0.9. L’horizon des événements et I’ergosphére sont dessinés comme des courbes en coordonnées
polaires, d’équation r = Ry et 7 = Rergo(8), ol 1 et 6 sont les coordonnées de Boyer-Lindquist et Ry
et Rergo(0) sont définis par respectivement (5.29) et (5.36). NB : 'horizon des événements 7, dessiné
comme un cercle sur cette figure puisque Ry ne dépend pas de 6, n’est pas aussi sphérique qu’il parait,
car pour a # 0 la métrique induite sur H n’est pas la métrique canonique d’une sphére.

—

On en déduit qu’a 'extérieur de I'horizon des événements (r > ry), le vecteur &gy est du
genre espace pour

I < Rergo(0), (5.35)

avec

Rurgo(0) = M (1 + V1 — a2 cos? 9) . (5.36)

c2

A t fixé, la surface r = Reig0(8) est appelée ergosphére et le domaine compris entre I’horizon
des événements et 'ergosphére est appelé ergorégion. L’ergosphere est représentée sur la
Fig. 5.4. Il est & noter que pour I'espace-temps de Schwarzschild, I’ergosphére est confondue
avec I'horizon des événements (@ = 0 = Reygo(f) = Rg), de sorte qu'il n’existe pas
d’ergorégion dans ce cas.

La propriété importante de I'ergorégion est qu’il ne peut y exister d’observateur sta-
tique par rapport a l'infini. En effet, un observateur statique par rapport & I'infini est un
observateur dont la ligne d’univers est a (r, 0, ¢) fixés. Sa 4-vitesse est donc nécessairement
colinéaire a 5t :

@ =u'd, = uOE_ZO). (5.37)

5(0) étant du genre espace dans l'ergorégion et la 4-vitesse 4 devant étre du genre temps,
nous concluons qu’il ne peut exister d’observateur statique dans I’ergorégion. Autrement
dit, toutes les lignes d'univers du genre temps sont « entrainées » par le mouvement de
rotation du trou noir.
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5.6 Mouvement géodésique dans ’espace-temps de Kerr

5.6.1 Quantités conservées

Les orbites des particules matérielles dans 1’espace-temps de Kerr sont beaucoup plus
compliquées que celle dans l'espace-temps de Schwarzschild. En particulier, elles ne sont
en général pas planes, sauf pour celles confinées dans le plan équatorial § = 7/2. Nous
ne discuterons ici que ce dernier cas. La situation est alors assez similaire a celle traitée
au § 3.5 pour 'espace-temps de Schwarzschild, car les quantités conservées le long d’une
géodésique du genre temps sont similaires.

Considérons en effet une particule matérielle soumise uniquement & la gravitation
dans l'espace-temps de Kerr (&, g). Sa ligne d'univers .Z est alors une géodésique du
genre temps. En désignant par 4, p et m respectivement la 4-vitesse, la 4-impulsion et la
masse de la particule, les quantités suivantes sont conservées le long de .Z :

c 2 — g —
g = —EE(O) P = —025(0) U |, (5.38)
(=€ =y (539
= — 2) = C 2 U .
NORS N0
u’ = 0. (5.40)

Tout comme dans le cas traité au § 3.5, les deux premiéres quantités s’interprétent comme
I’énergie par unité de masse et la composante z du moment cinétique par unité de masse,
toutes deux mesurées par un observateur a l'infini (dans le cas ou la particule atteint cette
région). La conservation de € et de ¢ le long de la géodésique £ est assurée par le fait
que 5(0) et E(Z) sont deux vecteurs de Killing, tout comme dans le cas de la métrique de
Schwarzschild (cf. § 3.4.1). Enfin, la conservation de u’ = ¢~'df/dr n’est autre que la
conséquence de § = const. = /2.

Remarque : En plus de € et (, il existe une autre quantité conservée le long des géodési-
ques de l’espace-temps de Kerr : la constante de Carter (cf. probléme B.13). Cette
constante est spécifique a la métrique de Kerr et n’a pas d’équivalent dans un espace-
temps stationnaire et axisymétrique quelconque, contrairement a € et £. Dans le cas
d’un mouvement dans le plan équatorial, la constante de Carter est identiquement
nulle.

En utilisant les composantes de la métrique dans les coordonnées de Boyer-Lindquist
données par (5.24), il vient

6 (0}
2 —9as(00)*u” = —gosu’ = —goou® — goyu” (5.41)
¢ o

P 9ap(0,) u’ = gwﬂuﬂ = gwouo + gppu”, (5.42)

c’est-a-dire, en faisant sinf = 1 et p = r (puisque 6 = 7/2) dans (5.24),

- (1 - ﬁ) W 4 U (5.43)

r
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|~

R, 2R,
= Oy (r2 T ) u?, (5.44)
r r

ol nous avons introduit la notation

2GM

5 -

R, =

(5.45)

c

R, est en fait la méme quantité que le rayon de Schwarzschild associé a la masse M, mais
nous préférons utiliser la notation R, plutét que Rg dans le cas présent, afin d’éviter toute
confusion [en particulier, le rayon de I’horizon n’est pas R,, mais Ry = R.(1+v1 — a?)/2].
On peut vérifier qu’a la limite a = 0, les Eqgs. (5.43) et (5.44) se réduisent bien a (3.87)
et (3.89).

5.6.2 Effet Lense-Thirring

La formule (5.44) permet de mettre en évidence un effet classique de la relativité
générale : [’effet Lense-Thirring. Considérons en effet une particule matérielle lachée sans
vitesse initiale depuis l'infini. Loin du trou noir, elle va avoir une direction purement
radiale, si bien que son moment cinétique est nul :

¢ =0. (5.46)

Comme ¢ est conservé le long de la géodésique suivie par la particule, on déduit de (5.44)
qu’en tout point de la trajectoire
aR, a’R,
u’ = <r2 +a® + > u?. (5.47)

r

r

Par le méme argument que celui présenté au § 3.5.3, la vitesse angulaire de la particule
dans la direction azimutale mesurée par un observateur au repos a l'infini est dyp/dt. Or,
en introduisant le temps propre 7 de la particule,

d d d
d_f _ f x d_z = cuf x (cut) ™ = cu® x (u°)L. (5.48)
On déduit donc de (5.47) que
dy aR,
— = ) 5.49
it e (1)) (549)
Loin du trou noir, on peut négliger a? devant 72 et cette formule se simplifie en
dy aR,
En exprimant a en fonction du moment cinétique J via (5.26), il vient
dp 2GJ
— =~ 23 (r — 00). (5.51)
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FIGURE 5.5 — Satellite Gravity Probe B lancé en 2004 pour tester I'effet Lense-Thirring (5.51) engendré
par la rotation de la Terre (source : Stanford University et [52]).

La formule (5.49) ou (5.51) signifie qu'une particule en chute radiale vers le trou
noir acquiert un mouvement suivant ¢ ; autrement dit sa trajectoire ne peut rester pure-
ment radiale. Elle a tendance & s’enrouler dans le sens de rotation du trou noir. C’est
Ieffet Lense-Thirring, encore appelé effet gravito-magnétique ou entrainement des
référentiels inertiels. Le terme gravito-magnétique vient de ce que le mouvement de la
particule dans le champ gravitationnel du trou noir en rotation peut étre per¢u comme
obéissant a une « force » du méme type que la force de Lorentz qv A B , en plus de la
« force » gravitationnelle centripéte, analogue a la force électrostatique qE . De son coté, la
dénomination entrainement des référentiels inertiels fait référence au fait que la particule
est en chute libre, si bien qu’on ne pergoit pas d’accélération due a la gravitation dans son
référentiel local. Ce dernier peut donc étre considéré comme un référentiel (local) inertiel.
On peut montrer que l'effet Lense-Thirring se traduit également par la précession par
rapport & l'infini d’un gyroscope d’un observateur localement inertiel.

Bien que nous 'ayons établie dans le cas spécifique du trou noir de Kerr, la formule
asymptotique (5.51) est en fait valable pour tous les corps en rotation’. En particulier,
pour la Terre, on obtient la valeur numérique suivante

dep Rs\’
= =022an"t [ =2 ) . 52
o 0.22"an ( . ) (5.52)

Cette valeur minuscule peut étre mise en évidence en mesurant la précession d’un gyro-
scope en orbite terrestre par rapport a une étoile lointaine. C’était le but de ’expérience
Gravity Probe B (GP-B) de la NASA et de 'Université de Stanford, qui a été satellisée
en 2004 |Fig. 5.5]. La phase d’acquisition des données a duré 16 mois; leur qualité s’est
avérée beaucoup moins bonne qu’initialement escompté en raison de bruits d’origine élec-
trostatique. En mai 2011, I’équipe de GP-B a annoncé un résultat compatible avec 'effet
Lense-Thirring prédit par la relativité générale avec une précision de 'ordre de 20 % [52].

Dans le cas du trou noir de Kerr, si on applique la formule (5.49) en r = r4 et que

7. Rappelons cependant que la métrique de Kerr n’est pas la métrique externe d’un corps quelconque
en rotation, mais seulement celle d’un trou noir; par opposition avec la métrique de Schwarzschild, qui
est la métrique externe de tous les corps a symétrie sphérique et sans rotation.
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'on compare avec (5.31), on constate que

de

= (5.53)
T=TrH

Ainsi, lorsqu’elle atteint ’horizon des événements, la particule vue de l'infini a la méme
vitesse de rotation que les générateurs lumiére de ’horizon.

5.6.3 Orbites circulaires dans ’espace-temps de Kerr

Reprenons 'analyse du mouvement d’une particule matérielle dans ’espace-temps de
Kerr & partir des Eqs. (5.43)-(5.44). 11 est facile de résoudre le systéme (5.43)-(5.44) en

u® et u¥ ; on obtient
1 R e  aR,(
o _ LR O i I 5.54
= il () 659

1 [aR, ¢ RN\ /¢
e _ - 1—2)Z 5.99
“ A { r 2 * ( r ) c] ' (5.55)
ot A = 7?(1— R,/r) + a® [Eq. (5.25)]. On poursuit ensuite comme au § 3.5.2 pour la
métrique de Schwarzschild, c’est-a-dire que 1’on utilise la normalisation 4 - © = —1 de la

4-vitesse pour déterminer u” :
900(u)? + 2g0,uu? + grr(u")? + goo(u?)? + gop(u?)? = —1. (5.56)

En reportant les valeurs (5.54), (5.55), (5.40) et (5.24) pour respectivement u°, u?, u’ et
Jap, 1l vient, aprés quelques simplifications et en écrivant " = ¢~ tdr/dr,

2 \dr 2¢2 |

L (ﬁy V() = S a (5.57)

avec le potentiel effectif

Ve = _
#(7) - + 972 273

(5.58)

GM P -a* () =) GM(£ ae)Q

C

On retombe donc dans le méme cas que celui traité au § 3.5, & savoir un mouvement
unidimensionnel dans un puits de potentiel. La seule différence est que Veg(r) dépend
désormais de ¢, en plus de ¢. En cherchant les minima de Vig(7), on obtient les orbites
circulaires. Tout comme pour le cas de la métrique de Schwarzschild, il existe une derniére
orbite stable (ISCO), en deca de laquelle les orbites sont instables. Pour un trou noir de
Kerr extréme la coordonnée r de cette orbite vaut
GM

risco(a =1) = 2 = (5.59)
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L’ISCO atteint alors I’horizon des événements. Rappelons que pour un trou noir de
Schwarzschild, ce n’est jamais le cas, puisque [cf. (3.126)] :

6GM
TISCO(C_L = 0) = 02 = 37’9.[. (560)

L’énergie par unité de masse d’une particule & I'ISCO dans le cas a = 1 (Kerr extréme)

est

02

61300(6_1 = 1) = % (561)

On en déduit que I’énergie de liaison de la particule est

1
Eisco(a = 1) = eisco m — me? = — (1 - ﬁ) me’. (5.62)

Cela signifie que 'accrétion sur un trou noir de Kerr extréme peut libérer jusqu’a 1 —
1/v/3 ~ 42% de l'énergie de masse d'une particule. Dans le cas d’un ‘trou noir de
Schwarzschild, la valeur correspondante est obtenue en reportant r = 3Rg et £ = ly = V3

dans (3.114) :
2v2
— \/_02>

: (5.63)

eisco(a = 0)

d’ou I'énergie de liaison

Eisco(@a=0) = — (1 - %§> me?. (5.64)

L’accrétion sur un trou noir de Schwarzschild ne libére donc qu’une fraction égale a
1 —2v/2/3 ~ 5.7% de I'énergie de masse, soit 7 fois moins que pour un trou noir de Kerr
extréme.

En conclusion, 'accrétion sur un trou noir en rotation rapide libére une énergie max-
imale

max AE = 0.42mc? ‘ (5.65)

Il s’agit du mécanisme de production d’énergie le plus efficace dans I'Univers, loin devant
les réactions thermonucléaires, qui ne libérent pas plus de 0.7% de 1’énergie de masse. 11
n’est donc pas étonnant de retrouver les trous noirs au coeur des sources les plus énergé-
tiques de 'univers (quasars, noyaux actifs de galaxies) [18].

5.6.4 Processus d’extraction d’énergie de Penrose

Il est possible d’extraire de 1’énergie de rotation d’un trou noir de Kerr, de la maniére
suivante : considérons une capsule qu’on lache depuis l'infini vers un trou noir de Kerr
en rotation. Lorsque elle est entrée dans 'ergorégion décrite au § 5.5.4, elle se scinde en
deux et largue une partie de sa masse dans le trou noir (cf. Fig. 5.6). Supposons que la
trajectoire initiale ait été choisie de maniére a ce que la capsule puisse ensuite repartir vers
I'infini, toujours en suivant une géodésique. Cela est possible car 'ergorégion est située
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ergosphere

horizon

FIGURE 5.6 — Processus de Penrose pour extraire de I’énergie d'un trou noir en rotation.

en dehors de I'horizon. En notant p (resp. p’) la 4-impulsion de la capsule le long de sa
ligne d’univers, avant (resp. apreés) le largage et p” la 4-impulsion de la partie qui tombe
dans le trou noir, la conservation de 1’énergie-impulsion implique qu’au point de largage

—

p=p +p". (5.66)

L’énergie de la capsule mesurée a l'infini avant son départ est donnée par (5.38) :

E=—c&q P, (5.67)
et celle mesurée a son retour est
E =—c€o P (5.68)
On a donc B
AE=FE —E=c&q - (P—p'). (5.69)

Les quantités E et E' étant conservées le long des géodésiques, on peut évaluer £ — E
au point de largage, via (5.66) :

AE =c€q -p". (5.70)

Si le largage avait eu lieu en dehors de I’ergorégion, éo) et p” seraient deux vecteurs de
genre temps dirigés vers le futur et leur produit scalaire serait forcément négatif, de sorte
que AE < 0 : la capsule posséderait moins d’énergie au retour qu’a 'arrivée. Mais dans
I'ergorégion, le vecteur de Killing &0) est du genre espace, de sorte que, pour certaines

configurations, on peut avoir &0) -p” >0, et donc

AE > 0. (5.71)
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Ce mécanisme de gain d’énergie est appelé processus de Penrose. On peut montrer que
I’énergie acquise est prélevée sur 'énergie de rotation du trou noir.

En astrophysique des hautes énergies, on invoque un mécanisme similaire, mais basé
sur I'interaction électromagnétique, pour extraire de I’énergie d’un trou noir et accélérer un
jet depuis un disque d’accrétion magnétisé. Il s’agit du mécanisme de Blandford-Znajek,
que nous ne détaillerons pas ici.

5.7 Exercices

A ce stade du cours, on peut traiter les problémes suivants de I’Annexe B :

e le probléme B.4 (Observateur accéléré et horizon de Rindler);

e les questions 13 & 14 du probléme B.11 (Coordonnées de Painlevé-Gullstrand sur
Despace-temps de Schwarzschild), les questions 1 a 12 relevant du Chap. 3;

e les questions 5 & 7 du probléme B.13 (Tenseur de Killing et constante de Carter).
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6.1 Introduction

Les ondes gravitationnelles ont été prédites en 1916 par Albert Einstein (dans un arti-
cle qui sera corrigé en 1918 [27]), comme conséquences naturelles de la relativité générale.
Nous avons vu au Chap. 4 que 'espace-temps posséde une dynamique propre, dictée par
son contenu en matiére et régie par I’équation d’Einstein. Dans ce chapitre, nous allons
voir plus précisément que toute accélération de matiére comprenant une composante au
moins quadrupolaire engendre des perturbations de 1’espace-temps qui se propagent a la
vitesse de la lumiére, tout comme les ondes électromagnétiques résultent de 1’accéléra-
tion de charges électriques. Une différence est que les ondes électromagnétiques sont des
oscillations du champ électromagnétique qui se propagent a travers ’espace-temps alors
que les ondes gravitationnelles sont des oscillations de ’espace-temps lui-méme. En ter-
mes naifs, ce dernier point signifie que I’écoulement du temps et la mesure des distances
sont modifiés au passage d’une onde gravitationnelle, ainsi que nous le quantifierons au
§ 6.4. Bien entendu, l'effet est extrémement petit, si bien que nos sens ne le percoivent
jamais. Méme a 'aide de dispositifs expérimentaux, aucune onde gravitationnelle n’a pour
I'instant été détectée. Nous verrons au § 6.5.3 qu’aucune expérience du type de celle de
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FIGURE 6.1 — Vue aérienne du détecteur interférométrique d’ondes gravitationnelles VIRGO, situé &
Cascina, prés de Pise (Italie). La construction de VIRGO s’est achevée en 2003. Les cavités Fabry-Pérot
de chacun des bras de 3 km ont été alignées avec succés et les premiéres franges d’interférence ont été
obtenues en février 2004 [source : CNRS / Istituto Nazionale di Fisica Nucleare|. Aprés une premiére
phase d’acquisition de données de 2007 & 2011, VIRGO est actuellement en cours d’upgrade, pour un
rédémarrage en 2015 avec une sensibilité 10 fois meilleure.

Hertz pour la mise en évidence des ondes électromagnétiques ne peut générer d’ondes
gravitationnelles détectables en laboratoire. Il n’en va pas de méme pour les sources as-
trophysiques. L’amplitude estimée de leur rayonnement gravitationnel se situe au dessus
du seuil de détectabilité des détecteurs actuellement en fonctionnement, comme l'inter-
férometre franco-italien VIRGO (Fig. 6.1), ou en en projet, comme le détecteur spatial
européen eLISA (Fig. 6.2). Ceci marque le début de I'astronomie « gravitationnelle ».

6.2 Linéarisation de I’équation d’Einstein

6.2.1 Perturbation de la métrique de Minkowski

L’équation d’Einstein (4.140) constitue, une fois écrite en composantes, un systéme de
10 équations aux dérivées partielles (EDP) du second ordre pour les composantes gqs du
tenseur métrique. Ces équations sont non-linéaires. En champ gravitationnel faible, c’est-
a-dire loin des trous noirs et des étoiles a neutrons, ou encore au voisinage des corps de
faible compacité (= < 1, cf. § 3.2.3), on peut toujours trouver un systéme de coordonnées
cartésiennes x* = (ct, x,y, z) telles que

Jap = Nag + haﬂ s (61)
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1 AU (150 million krm)
Sun

FIGURE 6.2 — Projet eLISA de détecteur spatial d’ondes gravitationnelles. La thématique d’eLISA
a été sélectionnée en novembre 2013 par 'ESA pour sa future grande mission L3 (lancement vers 2030)
[source : http://www.elisascience.org/|.

ol 7),p est la matrice de Minkowski définie par (2.62) :
Nag = diag(—1,1,1,1) (6.2)

et
|has| < 1. (6.3)

Cela revient a considérer que la métrique g est celle de ’espace-temps de Minkowski plus
une petite déviation h. Au voisinage d’'un objet non compact, de paramétre de compacité

—_—

= (cf. § 3.2.3) nous avons vu au § 4.5.2 que
|ha,3| ~ E. (64>

Les ordres de grandeur donnés dans le tableau 3.1 montrent que la condition (6.3) est
largement satisfaite au voisinage de la Terre (= ~ 107'%), du Soleil (2 ~ 107%) et méme
des naines blanches (= ~ 1073). L’idée est alors de linéariser 1’équation d’Einstein, c’est-
a-dire de I’écrire au premier ordre en h.

Auparavant, introduisons quelques notations. La matrice de Minkowski 7 est sa propre
inverse. Nous la désignerons toutefois par n°* lorsque nous 'utiliserons en tant qu’inverse.
Ainsi, on écrit le produit matriciel n=% x n = Id comme

N Nus = 6%, (6.5)

mais, numériquement,
naﬁ = dlag(_17 17 17 1)7 (66>


http://www.elisascience.org/
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soit la méme valeur que (6.2). La matrice inverse de gn5, ¢*°, peut s’écrire comme n®?,
plus une petite perturbation £ :

g*F =P 4 kP, avec [k*?| < 1. (6.7)
Il est facile de relier k% & h,p en utilisant la définition de g*° comme inverse de gas :
gau 9up = 5a,8

(™" 4 k") (s + hyup) = 0%
na“hﬂg + ka“n#g + k’a“h#g = 0. (6.8)

Au premier ordre en h,s ou k*?, on peut négliger le terme quadratique k“*h,,5. On obtient
alors

]ﬁ?a'uﬂuﬁ = —na‘uhu[g, (69)

c’est-a-dire, aprés multiplication matricielle par ! :
K = i R = . (6.10)
Cette expression suggére d’introduire
hoF = R, (6.11)

Notons qu’en tant que matrice, h® est identique & h,p.

Remarque : Contrairement & g*° qui désigne Uinverse de la matrice gop, ou n*° qui
désigne Uinverse de la matrice n®?, h®? n’est pas Uinverse de la matrice hog. Cette
derniére n’est d’ailleurs pas forcément inversible.

Au vu de (6.10), on peut écrire (6.7) sous la forme

g°P =P — per |, (6.12)

6.2.2 Equation d’Einstein linéarisée

La premiére étape consiste a calculer les symboles de Christoffel associés a la métrique
g et aux coordonnées (z®) via lexpression (4.51). En y portant (6.1) et (6.12) et en
utilisant 0n,z/0z" = 0, il vient

Oh,,  Ohg, 8hm)

1o} _ 1 av _ pav _
= 0 =1 (G5 + 5 - G 513

d’ot1, au premier ordre en h,

o _ 1 av ahV’Y ah/BV ahﬁ’Y
Floy = 2" (amﬁ * dzv  Oxv ) (6.14)
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L’¢tape suivante passe par le calcul du tenseur de Ricci via 'Eq. (4.110). Comme les
symboles de Christoffel obtenus ci-dessus sont du premier ordre en h, on peut négliger les
termes en I' x I dans (4.110), qui se réduit donc a

ot or#
. af op
Rop= 0 — =3k, (6.15)

En y reportant (6.14), il vient

1 D?hegs D*hg, 0?hey, 1 9%*h
Rog==-n""1| — -, 6.16
8=l ( dztdz  Jxr*Oxt 8;5563:“) 2 0x*0zP (6.16)
ou l'on a introduit la trace de h par rapport a n :
ho:=n"hy, | (6.17)

Le scalaire de courbure R se déduit ensuite du tenseur de Ricci suivant (4.111). Au
premier ordre en h, cette relation devient

R = 1" R,,. (6.18)

Avec Pexpression (6.16) de R,p, on obtient

0*h *h
T po ov
R= < ooz ! praxﬂ> ' (6.19)

On peut ensuite former le tenseur d’Einstein suivant (4.114). Au premier ordre en h,
il vient

1
Ga/g = Ra/j — ERnaﬂ
= l{nuu (_ thaﬁ 62}%’1/ ?hay ) 0%h

2 Oxtozr | Oxedxr | 0xBoxn ] OxedxP

0’h 0?hg,
v MV, PO
+77 ax#axll 77045 77 77 ampax“ naﬁ} (620)

On peut faire disparaitre les termes en h de cette expression si 'on introduit la quantité

1
hag = hag — §h Nap (6.21)

qui est appelée perturbation métrique a trace renversée. Puisque n*n,, = 4, on a en effet
n"h,, = h —2h = —h. En remplagant hs par has + (h/2)n.s dans (6.20), les dérivées

secondes de h s’¢liminent et il ne reste que des dérivées de hqp :

(6.22)

1( e Phog OV, OV v, )

ch o - £ o
=9 g 8x“8x”+8x5+8x0‘ n 8x”775



148

Ondes gravitationnelles

ol 'on a posé

Oho _ 0

oxt — Oxt

Vo = n" (" haw) | (6.23)

Le premier terme dans I'expression de Gp ci-dessus n’est autre que l'opérateur d’Alem-
bertien associ¢ a la métrique de Minkowski et appliqué a h.g :

Phas __ 1 0has | s Pl Fhas

Ohag = = 6.24
8= Sanda 2 ot? 0x? Jy? 02?2 (6:24)
L’équation d’Einstein (4.138) sans constante cosmologique s’écrit alors
- oV,  OVj v, 167G
Ohog — —= — s = — Tos | 6.25
B0 Oz i oz Tl ct A ( )

Il s’agit-1a de la forme générale de 1’équation d’Einstein linéarisée. Si il n’y avait pas de
termes en V,, ce serait une équation d’onde pour la perturbation h,s par rapport a la
métrique de Minkowski. Nous allons voir qu’on peut toujours se ramener a ce cas-la par
un choix de coordonnées.

6.3 Jauge de Lorenz et jauge TT

6.3.1 Changement de coordonnées infinitésimal

Remarquons que la forme (6.1)-(6.3) des composantes g,z ne fixe absolument pas les
coordonnées x sur &. Considérons en effet un changement de coordonnées

o =2+ £ (6.26)

otl les quatre fonctions £ = £%(z”) sont telles que

o

558 | ~ |hagl, (6.27)

« ~ » signifiant « du méme ordre de grandeur que ». En particulier

o
‘W < 1. (6.28)

On qualifie un tel changement de coordonnées d’infinitésimal. D’aprés la loi (2.57) de
transformation des composantes du tenseur métrique, les composantes de g dans les co-
ordonnées (2'“) sont

, Oxt Ox¥

g af - g,ul/ax/a ax/ﬁ (629)

Or
ot =" — (6.30)
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conduit &

m n9gv n v P
oz _ g IEH* Ox _gu 103 (51, 08 Ox )7 (6.31)

or'® % 9rvox'® Y O * Qxr Ox'™

soit, au premier ordre en 9&*/0z",

oat ., OEh, o 0"

ox'™ * Ogv @ * Oxe’

(6.32)

En reportant cette relation dans (6.29), il vient, en ne gardant que les termes du premier

ordre,
/ _ ag’u 14 ag”
Jop = v (5% a 31:“) (6 b 8566)

PSS
Jop ~ Jovgy 5 ~ I ga
o0& o&H
= Nap + hap — Novy 5~ Mong o
O _ 085
ox? Oz’

S (6.33)

ou l'on a posé
604 = 7704“5“- (634)

La relation (6.33) montre que les composantes du tenseur métrique dans les nouvelles
coordonnées sont de la forme (6.1)-(6.3), & savoir

9 op = Nap + Mg, (6.35)

avec

/ o 8&1 afﬂ
Was =lap = 505~ pao |

(6.36)

6.3.2 Point de vue « théorie de jauge »

La relation (6.36) rappelle celle d’'un changement de jauge en électromagnétisme, ou
le 4-potentiel A, se transforme comme

ov
A=A, + pye (6.37)
sans modifier le champ électromagnétique (E , é) La différence principale est que hog est
une forme bilinéaire, alors que A, est une forme linéaire : le scalaire W est ainsi remplacé
par la forme linéaire &,. On peut méme pousser 1’analogie plus loin en constatant que les
composantes du tenseur de Riemann sont invariantes dans le changement de coordonnées
(6.26) :

R, = R, (6.38)

Buv
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On peut l'établir pour le tenseur de Ricci en injectant (6.36) dans (6.16) :
R'ug = Rap. (6.39)

Pour le tenseur de Riemann, il faudrait obtenir d’abord une expression analogue a (6.16).
Exercice : le faire et en déduire (6.38).

Autrement dit, on peut considérer la gravitation linéarisée comme une théorie des
champs sur 'espace-temps de Minkowski, avec un potentiel tensoriel h,g dont les trans-
formations de jauge sont de la forme (6.36). &, ne s’interpréte alors plus comme un change-
ment de coordonnées mais comme le potentiel donnant le changement de jauge. Le champ
physique qui dérive du potentiel h,s est le tenseur de Riemann R% ,, qui est invariant

de jauge. Il représente le champ gravitationnel, de la méme maniére que les vecteurs E
et B représentent le champ électromagnétique et dérivent du potentiel A, qui est sujet a
des transformations de jauge.

Pour cette raison, on qualifie le changement de coordonnées infinitésimal (6.26) de
changement de jauge.

6.3.3 Jauge de Lorenz

On dit que le potentiel h,s satisfait & la jauge de Lorenz (on rencontre aussi parfois
l'appellation jauge de Hilbert |20]) ssi

9 (7" hew) = 0, (6.40)

oxH

c’est-a~dire [cf. (6.23)]
V, =0. (6.41)

Cette dénomination se fait par analogie avec I’électromagnétisme, ot la jauge de Lorenz '

est définie par 'annulation de la divergence du 4-potentiel :

0
(g —
e (" A,) =0. (6.42)
Montrons que 'on peut toujours trouver un changement de coordonnées infinitésimal
&* qui conduise a la jauge de Lorenz. Constatant que la loi de transformation de jauge
(6.36) conduit a la loi suivante pour la trace de hqg :
HEM
w22 (6.43)

oxH’

1. 1l ’agit bien de Lorenz, du nom du physicien danois Ludvig Valentin Lorenz (1829-1891), et non de
Lorentz, qui désigne le physicien hollandais Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928). Ce dernier a donné son
nom & la transformation de Lorentz, au facteur de Lorentz et a la force de Lorentz, mais pas a la jauge,
qui a été publiée en 1867 par L. Lorenz (cf. par exemple Ref. [58]). De nombreux ouvrages se trompent
sur ce point (dont les céleébres manuels de Jackson (2éme édition, mais pas 3éme), Landau & Lifchitz et
Feynman).



6.3 Jauge de Lorenz et jauge TT

151

on obtient facilement la loi de transformation de h,s sous Ueffet du changement de coor-
données infinitésimal (6.26) :

= = 0 0 OE!
= — — ) 44
ag = fag oz  Oxo + oxh Mo (6.44)
On en déduit [cf. (6.23)]
0%¢ 0%¢ o%¢r
Vi=V, - —22_ g2 v o 6.45
@ Ky dzeor T Queday (6.45)
soit puisque 7", = 0",
Vci = Va - Dga‘ (646)
Ainsi
Vo=0 <= &=V, (6.47)

Autrement dit, étant donné un potentiel Bag qui ne satisfait pas la jauge de Lorenz
(Vi #0), il suffit de résoudre I’équation de d’Alembert (¢, = V,, pour obtenir un £* qui
conduit a la jauge de Lorenz.

L’intérét de la jauge de Lorenz est de réduire 'équation d’Einstein linéarisée (6.25) a
une équation d’onde :

Tos . (6.48)

On déduit immeédiatement de cette équation une propriété fondamentale des ondes
gravitationnelles : puisque c’est 'opérateur d’Alembertien de la métrique de Minkowski
qui apparait dans le membre de gauche, les ondes gravitationnelles se propagent a la
vitesse de la lumiére par rapport a l'espace-temps plat (dont on considére qu’elles sont
des perturbations).

6.3.4 Jauge TT

La jauge de Lorenz ne détermine pas complétement le systéme de coordonnées, ou
autrement dit le potentiel h*. En effet, au vu de (6.47), étant donné un systéme de
coordonnées (z%) en jauge de Lorenz, tout quadruplet de fonctions infinitésimales £ tel
que

LY =0 (6.49)

conduit & un systéme de coordonnées z'“ = z* + £ qui satisfait lui aussi a la jauge de
Lorenz. Pour fixer complétement la jauge, il faut donc se donner des conditions supplé-
mentaires.

Considérons une propagation dans le vide (7,5 = 0) et en jauge de Lorenz : les
équations (6.48) et (6.40) conduisent au systéme

Ohas = 0 (6.50)
0 (UW}_ZCW) =0. (651)

Dt



152

Ondes gravitationnelles

Cherchons une solution en onde plane progressive monochromatique : c¢’est-a-dire de la
forme

hop(z*) = Agp ™" (6.52)
ot A,p est une matrice symétrique 4 x 4 constante et k, est une forme bilinéaire constante.
Pour que (6.52) soit une solution de (6.50), il faut et il suffit que k, soit du genre lumiére
pour la métrique de Minkowski :

k, k" =0, (6.53)

avec
kK = 0Pk, (6.54)

Par exemple, pour une propagation dans la direction z, k, = (w/¢,0,0, —w/c), de sorte
que k,at = w(z®/c — z/c) = w(t — z/c). Par ailleurs, la condition de Lorenz (6.51) est
équivalente a
v ikox®\ _
D (ra o) o 659
c’est-a-dire a
Aaukt = 0. (6.56)

Cela réduit de 10 a 6 le nombre de composantes indépendantes A,s3. Effectuons, au sein
de la jauge de Lorenz, un changement de coordonnées infinitésimal de maniére a annuler
certaines composantes A,3. Pour cela posons

£ = B* " (6.57)

ot B® sont quatre constantes infinitésimales (c’est-a-dire du méme ordre de grandeur que
A,p) & déterminer. Par construction, £&* est solution de I'équation de d’Alembert (6.49). Il
génére donc un changement infinitésimal de coordonnées qui préserve la jauge de Lorenz.
La valeur de la perturbation métrique résultant du changement de jauge généré par £
est donnée par la formule (6.44) ; en notant B, := n,,B*, il vient :

T . 0 ; 0 ; 0 .
/ — ha - Ba ikyxt\ _ B ikyxt — (B° ik, xt N
o 8 .axg( € ') axa( ﬁf )+ax0( ) T
Aaﬁ elknz” _ iBakg elkurt _ inga ek + Bk, ekn” Nap
= Agge, (6.58)
avec
A/ag = A,p —1Byks — 1Bgky + B kg 1ap. (6.59)

Demandons les quatre conditions suivantes? n**A’,, = 0 et A'y; = 0 pour i = 1,2, 3. Cela
revient a avoir

77’“’14“” — ikMB“ — ikMB“ + Bk, x4=0 (6.60)
AOZ’ — lkoBl + lszO -+ ngg x 0= O, (661)
2. Rappelons que par convention les indices latins i, j, ... varient dans {1,2,3}, alors que les indices

grecs «, 3, ... varient dans {0,1,2,3}.
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c’est-a-dire
2%, B" = —" Ay, (6.62)

Il s’agit d’'un systeme linéaire de 4 équations pour les 4 inconnues B®. Le déterminant de
ce systéme est kZ (k3 + k? + k3 + k3) # 0. Le systéme est donc toujours inversible. On en
conclut qu’il existe une sous-jauge de la jauge de Lorentz ot (on enléve les primes)

UWAW =0 (664)

La condition de jauge de Lorenz (6.56) pour av = 0 conduit alors a

Agok® + Ay K" =0, (6.66)
0

c’est-a-dire (puisque k° # 0),
Agy = 0. (6.67)

Ainsi nous pouvons remplacer (6.65) par
Ao = 0. (6.68)

Retranscrites en terme de hos via 'Eq. (6.52), les propriétés (6.64) et (6.68) deviennent

h=0 (6.69)

hoo = 0. (6.70)

Comme les traces de h et h sont reliées par h = —h, on a donc h = 0 et par conséquent :
hap = hags. (6.71)

Ainsi (6.69) et (6.70) s’écrivent tout aussi bien

h=0 (6.72)
hoa =0, «€{0,1,2,3} (6.73)

Ces conditions fixent complétement la jauge, qu’on appelle alors jauge transverse et sans
trace ou encore jauge TT (de I'anglais transverse-traceless). L’appellation sans trace vient

évidemment de (6.72) et transverse vient de ce que h,g est transverse a la direction o,
[Eq. (6.73)].

La jauge TT épuise tous les degrés de liberté possibles dans le choix du potentiel
}_Lag. }_lag étant une matrice 4 X 4 symétrique, on a au départ 10 degrés de liberté. La
condition de jauge de Lorenz (6.40), qui a 4 composantes, réduit ce nombre a 6. Ensuite
les 4 conditions (6.64)-(6.65) le réduisent & 2. Ce sont les 2 degrés de liberté fondamentaux
du champ gravitationnel. On peut exhiber ces deux degrés de liberté en choisissant les
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coordonnées TT (ct,z,y,z) de maniére & ce que la propagation s’effectue suivant I’axe
des z : ainsi k, = (w/c,0,0, —w/c) et la condition de jauge de Lorenz (6.56) devient

Agow — Agw = 0. (6.74)

Tenant compte de Ay = 0 en jauge TT [Eq. (6.68)], on en déduit immédiatement
Ao =0. (6.75)
Ainsi les seules composantes non nulles de A sont A,,, A, et A,,. La condition de jauge

TT (6.64) impose alors A,, + A,, = 0. En notant A,, = ay et A,, = ay, on en déduit
que hyp a la forme suivante :

0 0 0 0
| 0 hy(t—2/c) hx(t—=z/c) O
hap =\ 0 ho(t—2fe) —hi(t—z/c) 0 |F (6.76)
0 0 0 0
avec
hy(t —z/c) = a et/ (6.77)
ho(t — z/c) i= ay =%/, (6.78)

Les quantités hy et hy sont appelées les deux modes de polarisation de l'onde gravitationnelle.

6.4 Effets d’'une onde gravitationnelle sur la matiére

6.4.1 Equation du mouvement en coordonnées TT

Considérons une onde gravitationnelle plane monochromatique (fréquence w) se dépla-
cant le long de 'axe des z. Plagons-nous en jauge TT. La perturbation métrique vérifie
alors (6.72)-(6.73), si bien que dans les coordonnées TT (z*) = (ct,z,y,2), le tenseur
métrique g a pour composantes

Gudat dz” = —c2dt® + (6;; + ;") da’ da? (6.79)

ou nous avons introduit le suffixe TT sur la perturbation métrique pour souligner que
cette expression utilise la propriété (6.73) de la jauge TT.

Considérons une particule A qui n’est soumise & aucune autre interaction que l'inter-
action gravitationnelle. Sa ligne d’univers est donc une géodésique de la métrique (6.79).
Soit

¢ = Xq(7) (6.80)

I’équation de cette géodésique par rapport aux coordonnées TT, paramétrée par le temps
propre 7 de la particule. Supposons qu’en ’absence d’onde gravitationnelle, la particule
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soit immobile & 'origine du systéme de coordonnées (z,y, z). La ligne d’univers est alors
la droite de 'espace-temps de Minkowski définie par

X8(r)=cr et X' () =0. (6.81)
En présence de 'onde gravitationnelle, les quatre fonctions X §(7) obéissent a I’équation

des géodésiques (2.132) :

XS dX*" dXY

r« —= = 0. .82
dr? modr  dr 0 (6.82)
Les symboles de Christoffel sont donnés par la formule (6.14), que I'on peut réécrire comme
0 1 [(Ohoy Ohgy 10hg,
[, = —= + _Z
K 2 \0xzF  Odxv ¢ Ot (6.83)
I . 1 8hw X 8h5, _ 8hﬂ7 )
fro— 2 \9zf = O oxt )
Pour la perturbation métrique en jauge TT, la propriété (6.73) conduit a
r, =0 (6.84)
1 OhLT
. = —__49 6.85
Y 2¢ Ot (6.85)
Iy =0 (6.86)
, 1 OhLY
rv = ——2 )
0 2c Ot (6.87)
‘ 1 [ontT ontY  OnlLT
., = - oy T TR (6.88)
J 2 oxd Oxk ox’
La composante a = i de (6.82) est alors
X}y | 10hy dXQdX) |, dX)dXE (6.89)

dr? c Ot dr dr ik dr dr
Au vu de (6.81), X%(7) est un terme du premier ordre dans la perturbation métrique,
ainsi que Ohy;" /Ot et I, [Eq. (6.88)]. L’ordre des termes de I’équation ci-dessus est donc

O(1)+0(1) xO(1) x O(1) + O(1) x O(1) x O(1) = 0. (6.90)
En se limitant au premier ordre, il ne reste que le premier terme :
X,
pu— . . ].
dr? 0 (6.91)

Etant données les conditions initiales & l'instant 7 = 0 avant 'arrivée de I'onde gravita-
tionnelle, X4(0) = 0 et dX’/dr = 0, on en déduit

Xi(r)=0]| (6.92)

Autrement dit, la particule reste au point de coordonnées (z,y,z) = (0,0,0) Il s’agit-
la d’une propriété remarquable des coordonnées T'T : les particules ne « bougent » pas
dans ces coordonnées lors du passage d’une onde gravitationnelle. Bien entendu, il s’agit
d’un pur effet de coordonnées, sans signification physique. Comme nous allons le voir les
distances mesurées physiquement varient elles bel et bien lors du passage de 'onde.
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FIGURE 6.3 — Diagramme d’espace (en haut) et d’espace-temps (en bas) illustrant le principe de la
mesure de la distance L entre deux masses ponctuelles par la méthode « radar ».

6.4.2 Variation des distances

Un effet mesurable du passage d’une onde gravitationnelle est la variation de distance
entre deux masses d’épreuve en chute libre (c’est-a-dire soumises aux seuls effets de la
gravitation). Comme toujours en relativité, il faut convenir de ce que l'on entend par
distance. Donnons la définition opérationnelle suivante : associons a la premiére masse
un observateur 0. Ce dernier chronomeétre le temps d’aller-retour d’un flash lumineux
qu’il émet en direction de la deuxiéme masse au temps propre t; (cf. Fig. 6.3). Le flash
est réfléchi par la deuxiéme masse et est capté par 'observateur au temps propre . La
distance L est alors définie par

c

L= §(152 —t1). (6.93)

En plus d’étre une quantité déterminable physiquement, L correspond a la distance

entre les points A et B de la Fig. 6.3 telle que donnée par le tenseur métrique g, a

condition que les deux masses soient infiniment proches. En effet en reprenant ’analyse
et les notations du § 2.5.2 (comparer la Fig. 2.16 et la Fig. 6.3), on a

g(A,B,A,B) = g(A,A+AB, 4,4 + AB)

0

0 = g(A,A A, A)+29(A, A, AB) +g(AB, AB)
——————

0 = ~[St-1)] +9(AB. AB) (6.94)

En comparant avec (6.93), on constate que, comme annoncé,

L=1/g(AB,AB). (6.95)
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Pour calculer la variation de L au passage d'une onde gravitationnelle, introduisons
un systéme de coordonnées TT (ct, z,y, z), telle que la position de I'observateur O assis
sur la premiére masse soit (z,y, z) = (0,0,0) et que la position de la deuxiéme masse soit
(xz,y,2) = (B, yB, 2B). Ainsi que nous l'avons vu au § 6.4.1, "avantage de la jauge TT est
que ces coordonnées restent constantes au cours du mouvement. La distance L peut alors
étre facilement calculée en partant de la formule (6.95) et en utilisant les composantes
(6.79) de g. En supposant les deux masses infiniment proches, il vient

L = guleh— )k — %)
= gi(2p - vy) (v — o))
= gijx%x% '
= (65 + b}y, (6.96)

ot 'on a utilisé 2% = ¢t = 2% pour avoir la deuxiéme ligne et 2%, = 0 pour la troisiéme.
Soit 73 le vecteur spatial unitaire (pour la métrique de fond, i) joignant A & B. On a alors

2l = Lon’, (6.97)
avec Ly = 0,027, si bien que (6.96) devient

2

L = [L2(6;; + B )nind]Y? = Lo (14 W nind) V2. (6.98)

Au premier ordre en h, il vient
Lopr i j
L=1ILy|1+ §hij n'n’ | . (6.99)

La variation de longueur 6 L := L — L, par rapport a la situation ot l'onde gravitationnelle
est absente (L = Lg) est donc

6L 1 pp i
- = ghy v’ (6.100)

Pour visualiser la déformation d’une assemblée de particules au passage d’une onde
gravitationnelle, introduisons au voisinage de la ligne d’univers de l'observateur O un
systéme de coordonnées « physiques » (%) (par opposition aux coordonnées TT qui sont
purement mathématiques) comme suit : 2°/c est le temps propre de O et (2') sont les
longueurs physiques (au sens ci-dessus) suivant trois axes mutuellement orthogonaux de
I’espace local de repos de O, ces trois axes pointant dans des directions fixes par rapport
aux gyroscopes dont dispose O (pour s’assurer que le repére n’est pas en rotation). Les
coordonnées ainsi définies sont telles que #° = 0 le long de la ligne d’univers (géodésique)
de O et qu’au voisinage de cette derniére les composantes du tenseur métrique ont une
forme minkowskienne a des termes du second ordre en Z° prés :

Jopdi® di? = —(di®)? 4 6;;d3" di? 4+ O(|2"|*)ap da®™ da”. (6.101)

Les coordonnées (2%) sont appelées coordonnées de Fermi associées a I'observateur O.
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Remarque : Que la déviation a la métriqgue de Minkowski commence au second ordre en
1% est nécessaire pour tenir compte de l'onde gravitationnelle : si elle commencait a
un ordre supérieur, le tenseur de Riemann calculé & partir de (6.101) serait nul le
long de la ligne d’univers de O. Cela correspondrait a un espace-temps exactement
plat et donc sans onde gravitationnelle.

Il est facile de voir en comparant (6.79) et (6.101) que le passage des coordonnées TT
(z®) aux coordonnées de Fermi (1%) s’effectue suivant la transformation suivante :

% = 2° (6.102)

i iy 1 j

o= 2t §h3;T(t,0)g;J, (6.103)
ou hfi"(t,0) désigne la valeur du champ A[" en (2%) = (ct,0,0,0), c’est-a-dire le long de

la ligne d’univers de O. On effectue en effet dans les calculs qui suivent I’hypothése d'une
longueur d’onde grande devant la taille du systéme de particules étudié :

OhLT
hz;T(t, 2*) ~ hz;T(t, 0) + a—xjkxk e, (6.104)
avec
ongT o 4
ik TT, k TT TT| o
&BJ’“ x|~ |whij x"| ~ |27mhy; T‘ < |h}; i — < 1. (6.105)

FEzercice : justifier le changement de variable (6.102)-(6.103) en appliquant la loi de trans-
formation des composantes d’un tenseur

0o
s = 0y

aux composantes g, données par (6.101) (g, = 7,.) et en comparant le résultat avec
(6.79).

Considérons une particule au voisinage de O et désignons par () ses coordonnées
TT spatiales. Puisque ces derniéres restent constantes lors du passage de 'onde gravita-
tionnelle, ’équation du mouvement de la particule dans le référentiel de O basé sur les
coordonnées de Fermi est donnée en reportant ces constantes dans (6.103) :

) ) 1 )
F(t) = xf + 5h;?;.T(t, 0)a) |. (6.106)

Appliquons cette formule & une onde plane monochromatique se propageant dans la di-
rection z : h};" est alors donné par (6.76) et on obtient

1 .
2(t) =z + 5 (aymo + axyo) e (6.107)
~ 1 iw
g(t) = yo + 2 (axzo — ayyo) e’ (6.108)

(1) = 2. (6.109)
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FIGURE 6.4 — Déformation d’un cercle de masses ponctuelles par une onde gravitationnelle plane

monochromatique (période T') se propageant dans la direction perpendiculaire au plan du cercle. Figure
du haut : mode de polarisation A, figure du bas : mode de polarisation hy.

On peut alors représenter la déformation d’un cercle de particules dans le plan z = 0 pour
chacun des deux modes hy et hy : le résultat est montré sur la Fig. 6.4. On comprend
d’aprés cette figure pourquoi un interféromeétre de Michelson, tel que VIRGO (Fig. 6.1),
sera sensible a une onde gravitationnelle : les longueurs des deux bras orthogonaux vont
varier de maniére différente, ce qui va provoquer une modification des franges d’inter-
férence.

6.5 Génération d’ondes gravitationnelles

6.5.1 Formule du quadrupodle

Pour étudier la génération des ondes gravitationnelles, il faut revenir a I’équation
d’Einstein linéarisée avec source. En se placant en jauge de Lorenz, il s’agit de I’équation
(6.48) :
167G

ct

Ohag = — Tos (6.110)

Remarquons que puisque l'on considére la version linéarisée de 1’équation d’Einstein, ce
qui suit ne s’applique qu’a des sources faiblement auto-gravitantes (facteur de compacité
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= < 1, cf. Tableau 3.1).

Puisque les coordonnées (ct, z,y, z) de la jauge de Lorenz sont de type cartésien, chaque
composante de 1'équation (6.110) est une équation d’onde scalaire ordinaire. Sa solution
générale est donnée par la formule classique du potentiel retardé :

- 4 s (t— 12 — '
has(t, &) = C(j/ s ( |m w| m)d3£’, (6.111)

ot l'on a introduit les notations & = (z!, 2%, 2%) et |&| = \/d;;2727. Posons

- T
ro=|E| =/ xial et 1= —. (6.112)
r
A grande distance de la source, r > |Z'|, si bien que
1/2
goa] = o|i & [(a_F). (s % S PR Y ’
& | = rin——|=r|(n—-— n—— =r|l-2 + | —
r r r r r

[
<
VR
[
|
Sy
8
~_
>
[um—
—
=

On peut alors écrire (6.111) comme

. 4G L
hras(t, &) = _/TQB (t—£+ LA i’) &z, (6.114)

cAr c

Supposons a présent que la source est lentement variable, c’est-a-dire que T,o5(t, 2”) évolue
peu pendant le temps mis par la lumiére pour traverser la source. Autrement dit w|Z’|/c <
1 pour toute fréquence w caractéristique des mouvements au sein de la source. On peut
alors négliger le terme en 7 - &' /c dans (6.114), qui devient :

§ 4
has(t, &) = —G/Taﬁ <t— g :E’) Bz, (6.115)

ctr
Pour aller plus loin, utilisons I’équation de conservation de ’énergie-impulsion (4.139) :
VHT,, = 0. (6.116)

A Tordre linéaire ot nous nous plagons, cette formule s’écrit

T,
w28 — ), 6.117
oxr” ( )
Considérons la composante o = 0 :
1 0T 0Ty;
o %0 (6.118)

TR
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et dérivons-la par rapport a ¢ :

10%Ty  0*Ti

= 0. 6.119
c 0t2  Oxkot ( )
Or la composante o = k de (6.117) donne
1 8Tk0 8Tkl
—= —F = 0. 6.120
¢ ot | od ( )

En utilisant To, = Ty, cette relation permet de mettre (6.119) sous la forme

10Ty | 0 ( aTk,> »

PR +81L'k C@:El (6.121)

Multiplions cette équation par z‘z’ et intégrons dans tout I’espace :

g Wﬂ?l’jdw = 8xkamlxxjdw

g (0T ,; . O 1o i i .
= [ (Gew) - 0w e
OTy . 0Ty \ ..
- / (alex”a_lel“”l) e
- —/ {% (Tuz” + Tya") —E‘(sz_le(sil} &’z

1 [ 0Ty ,
5 / atf%ﬂxﬂ &PE = 2 / T;; d*E, (6.122)

ot (i) on a utilisé le théoréme de Gauss-Ostrogradsky pour passer de la deuxiéme ligne a
la troisiéme et de la quatriéme a la cinquiéme, et (ii) on a annulé les intégrales de surface
car la source est a support compact. Par ailleurs

1 Ty . - 1 d?
0 pigd @3 =

1.0 3.5
g 12 gﬁ Tool‘ ) d’x. (6123)

Dans le cas des sources faiblement relativistes que nous considérons, Tyy = T(éo, 50) =
€ ~ pc? ol p est la densité de masse [cf. Eq. (4.130) avec I ~ 1]. Tl vient alors

1 [T ; ; 5. d .
c_2/ oz L &’ = g L (t) = 15 (t), (6.124)
ou
Bilt) = / p(t, @)r'a! d*F (6.125)
source

est le tenseur moment d’inertie de la source. Ainsi 'Eq. (6.122) s’écrit

I(t) = 2/7}]-(75,5’) I’z (6.126)
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On reconnait, au temps retardé prét, l'intégrale du membre de droite de (6.115) pour
(e, B) = (4,7). On peut donc conclure que

- 2G . r
hai(t, & :—I,(t——). 6.127
i) = o Iy (1= (6.127)
Pour obtenir la perturbation métrique dans la jauge TT, il suffit de prendre la partie

transverse et sans trace de ce résultat. Cela se fait en introduisant ’opérateur de projection
transverse

Pij = Pj(Z) := 045 — niny. (6.128)
Il vient
2G 1 . r
TT (4 2\ _ kp 1 kl
Plutot que 1;;, faisons apparaitre sa partie sans trace :
Lk
Qij =1Ly — 5(0 Iit) 6ij, (6.130)
c’est-a-dire la quantité
Qi;(t) = p(t,x) | 22’ — 3T Z oy | d’x|. (6.131)
source

Qi;(t) est appelé moment quadrupolaire de masse de la source. C’est une quantité ob-
servationnellement plus accessible que I;;(¢), car elle apparait dans le développement
multipolaire du potentiel gravitationnel newtonien de la source :

O(t, @) = 6.132
(t.a) = o (6.132)
Comme
1 1

|:Pi P - §Pz‘jpkl} Iij = [Pi - §Pz’jpkl} Qij (6.133)

on peut mettre I'Eq. (6.129) sous sa forme finale :
. 2G 1 - r
n (@) = [PZ. FARE Z-jP’“’} QO (t-2) | (6.134)

Cette formule est appelée formule du quadrupdle. Elle relie le champ de rayonnement
gravitationnel & la dérivée temporelle deuxiéme du moment quadrupolaire retardé de la
source.
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6.5.2 Flux d’énergie

Les ondes gravitationnelles transportent de 1’énergie et de 'impulsion ; nous admet-
trons sans démonstration que le tenseur énergie-impulsion (effectif) correspondant est le
tenseur d’Isaacson :

1 ORI onlT

Tos = 552G one G0r

ot les crochets (- - -) indiquent une moyenne sur plusieurs longueurs d’ondes. Cette expres-
sion n’est valable que loin de la source, la ot ’espace-temps peut étre assimilé & un espace
plat. Le flux d’énergie I’ transporté par une onde gravitationnelle s’obtient en prenant la
composante Ty, du tenseur (6.135) (z étant la direction de propagation). On obtient ainsi

(6.135)

3

_ ¢ i 9 P9
= 16nC (Rl +h3) |, (6.136)

ol hy et hy sont les deux composantes indépendantes de h;ro. Pour une onde monochro-

matique d’amplitude h et de fréquence f, la moyenne sur quelques longueurs d’ondes vaut
(k%) = (h%) = (27 f)* h?/2, si bien que

3
F= %ﬂh? . (6.137)
Numériquement :
f 2 h 2
F=03 (1 kHZ) (10_21) Wm™? . (6.138)

Cette formule montre qu'une onde gravitationnelle d’amplitude aussi petite que 1072
transporte une quantité appréciable d’énergie. En considérant une onde gravitationnelle
comme une « déformation » de l’espace-temps, on peut ainsi dire, par analogie avec la
théorie de 1’élasticité, que I'espace-temps est un milieu tres rigide.

6.5.3 Luminosité gravitationnelle

En intégrant I’équation (6.135) sur une sphére entourant la source et en utilisant
la formule du quadrupdle (6.134), on obtient la luminosité gravitationnelle de la source
(énergie totale rayonnée sous forme d’ondes gravitationnelles par unité de temps) :

<QUQ N (6.139)

505

ou les crochets (- --) indiquent une moyenne sur plusieurs longueurs d’ondes. La formule
(6.139) est appelée formule du quadrupdle, tout comme la formule (6.134) pour hTT Les
deux formules ont été obtenues par Einstein en 1918 [27]. Tl est intéressant de la rapprocher
de la formule qui donne la puissance électromagnétique rayonnée par un dipole électrique
D; oscillant :

1#0

Le m. —
' 34m

1o p, Diy. (6.140)
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Si M est la masse de la source, R son extension spatiale, la norme () du moment
quadrupolaire est de l'ordre de Q ~ sMR? ot s est un facteur d’asymétrie : s = 0 pour
un objet a symétrie sphérique. On peut alors écrire QN sw3MR?, ott w est I'inverse du
temps caractéristique d’évolution de la source. La formule (6.139) donne ainsi

L~ Cgs s*WOM?RY . (6.141)
Le facteur numérique G/c® est extrémement petit, son inverse valant ¢®/G = 3.6 x 1052
W. C’est la raison pour laquelle les ondes gravitationnelles émises par une expérience en
laboratoire sont virtuellement indétectables : un cylindre d’acier d'un métre de rayon, de
20 meétres de long, pesant 490 tonnes et tournant a la limite de rupture (w = 28 rads™1)
perpendiculairement & son axe, fournit une luminosité L = 2 x 1072 W ! (Misner, Thorne
& Wheeler 1973, § 36.3). Cependant, lorsque I'on considére des sources astrophysiques
comme les astres compacts, la formule (6.141) peut conduire & des luminosités énormes.
Une fagon de le voir est de suivre le raisonnement de Weber (1974), qui est parti de la
remarque suivante : « Ne serait-ce pas mieux si, a la place du minuscule facteur G/c°, on
avait Pénorme facteur ¢®/G = 3.6 x 10°2 W ?... Eh bien, réarrangeons la formule (6.141)
de maniére a avoir ¢°/G comme préfacteur! » Le tour de passe-passe se réalise comme
suit : ré-exprimons la masse M de I'objet en fonction de son rayon de Schwarzschild Rg
[cf. Eq. (3.10)] suivant M = ¢?Rg/(2G). Par ailleurs, v étant une vitesse caractéristique
du mouvement de la source, on a w ~ v/R ~ v/c x ¢/R. En reportant ces expressions de

M et w dans (6.141), il vient

05 S g ﬁ 4G2 N (6142)

soit

5 2 6
LN%SQ (%) (%) . (6.143)

On peut ré-exprimer cette formule en faisant intervenir le paramétre de compacité = ~

Rs/R introduit au Chap. 3 (cf. Eq. (3.10)) :

P v\ 6
L~S 222 (—) . 6.144
ek . ( )

Ainsi, des objets pour lesquels s ~ 1 (grand écart a la symétrie sphérique), = ~ 1 (astres
compacts) et v ~ ¢ (mouvement important) peuvent rayonner une puissance fantastique
sous forme d’ondes gravitationnelles : L ~ ¢°/G = 3.6 x 1052 W, soit 10% fois la luminosité
du Soleil dans le domaine électromagnétique! Les conditions = ~ 1 et v ~ ¢ caractérisent
les astres compacts : rappelons en effet que, pour un trou noir = = 1 (R = Rg), pour une
étoile a neutrons = ~ 0.2 — 0.4 et que la vitesse radiale de chute libre d’une particule dans
un trou noir est v = ¢ lorsque la particule traverse I’horizon des événements.
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6.5.4 Amplitude de 'onde gravitationnelle

En dépit de I’énorme valeur de L que 'on peut attendre pour des processus mettant
en jeu des astres compacts, la perturbation métrique h mesurée sur Terre sera trés faible
(cf. § 6.5.2). On peut obtenir une estimation de I'amplitude h = |h};"| correspondant a
une énergie AFE rayonnée sous forme d’ondes gravitationnelles & partir de ’expression
(6.137) pour le flux F' en écrivant AE = 47r?F7 o 7T est le temps que dure I’émission.

On obtient ainsi 1/2
1 M 1/2
hoo L G € . (6.145)
T c rfri/?

Dans cette formule, AE a été exprimée en terme de 'efficacité du processus d’émission
gravitationnelle

N
T M2

ot M est la masse initiale de I'objet émetteur. Numériquement, I'Eq. (6.145) donne

MANY2 /1M 1 kH 1 1/2
h~2x10_19(ﬁ®) ( T“)( fz>< ;ns) g2 | (6.147)

Les valeurs f = 1 kHz et 7 = 1 ms sont caractéristiques d’un processus mettant en jeu
une étoile a neutrons ou un trou noir stellaire. La formule (6.147) montre que, dans un
processus mettant en jeu un objet de masse solaire, méme si toute I’énergie de masse
était rayonnée sous forme d’ondes gravitationnelles (¢ = 1), 'amplitude h, c’est-a-dire
'amplitude du déplacement relatif de deux masses tests [cf. Eq. (6.100)] serait inférieure
a 107! pour une source extragalactique! Ce nombre résume & lui seul la gageure que
constitue la détection des ondes gravitationnelles sur Terre.

(6.146)

6.6 Sources astrophysiques et détecteurs

Cf. le cours de Frédéric Daigne (UE thématique Th9), ainsi que le cours d’Alessandra
Buonanno donné & I'Ecole d’été des Houches en 2006 [45]. Ici nous nous contentons de
présenter la courbe de sensibilité du détecteur franco-italien VIRGO (Fig. 6.5) qui vient
d’achever sa 4° campagne d’acquisition de données, & une sensiblité trés proche de la sensi-
bilité nominale, conjointement avec son alter-ego américain, LIGO. VIRGO est désormais
en phase d’'upgrade, afin d’améliorer sa sensibilité.
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N GPS: 993951020, Loeal time: Jul06,2011-03h30m20s (11.63 Mpc)
E = Reference Sensitivity: July 12th, 2009 (8.91 Mpc)
1 0- 19 - - Virgot design
- —————  Virgo+ with MS design
1 0-20 I
1 0-21 L | ‘ \ | ' | | ‘
J‘. i

102

10° 10° 10*
Frequency (Hz)

FIGURE 6.5 — Courbe de sensibilité du détecteur d’ondes gravitationnelles VIRGO (cf. Fig. 6.1) : la
courbe en rouge est la sensibilité au 6 juillet 2011, celle en noir au 12 juillet 2009, la courbe en trait fin la
plus haute est la sensibilité théorique nominale et la plus basse marque le gain de sensibilité escompté en
utilisant des suspensions monolithiques. [source : EGO, CNRS / Istituto Nazionale di Fisica Nucleare].
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7.1 Introduction

Ce chapitre ne constitue pas un cours de cosmologie & proprement parler. Nous ren-
voyons pour cela aux cours de Simona Mei (TC1) ou Jim Bartlett (Th5), ainsi qu’aux
manuels de Patrick Peter & Jean-Philippe Uzan [16] et de Francis Bernardeau [15]. Il
s’agit plutot ici de présenter des solutions classiques de I’équation d’Einstein (4.140) :

(G

ct

R—%joLAg: T (7.1)
qui sont d’intérét cosmologique, méme si elles ne représentent pas nécessairement notre
univers. Ainsi nous commencerons par les solutions maximalement symétriques (§ 7.2, 7.3
et 7.4), dont on sait pertinemment qu’elles ne correspondent pas a I'univers réel '. Nous
poursuivrons par les solutions de Friedmann-Lemaitre (§ 7.5), qui sont a la base de la
cosmologie moderne.

1. Notons toutefois qu’'une phase de 'univers primordial, appelée inflation, peut dans certains cas étre
décrite par l'espace-temps de de Sitter discuté au § 7.3 [L0].
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7.2 Espaces maximalement symétriques

Dans cette section, nous ne présupposons pas que la dimension n de la variété & est
4, car nous aurons besoin du cas n = 3 par la suite. De méme, nous ne présupposons
pas que la signature du tenseur métrique g est lorentzienne (i.e. du type (—,+,+,+)),
afin d’autoriser des métriques riemaniennes (i.e. définies positives). Par conséquent, nous
appellerons le couple (&, g) un espace tout court?; car il ne s’agira pas obligatoirement
d’un espace-temps.

7.2.1 Généralités

Un espace (&,g) de dimension n est dit homogéne ssi la métrique ne change pas
lorsqu’on passe d'un point & un autre. En termes techniques, cela signifie qu’étant donnés
deux points quelconques M et N de la variété &, il existe une isométrie qui fait passer
de M a N. Une isométrie est une application ® : & — & bije_ct}vﬂ}fférentiable, de
réciproque différentiable et telle que (le carré de) la distance g(PP’, PP’) donnée par le
tenseur métrique entre deux points P et P’ infiniment proches est égale a la distance entre
®(P) et ®(P'). L’ensemble des isométries de (&, g) forme un groupe, appelé naturellement
groupe d’isométrie de (&, g). En terme d’action de groupe, on peut dire que (&, g) est un
espace homogéne ssi son groupe d’isométrie agit transitivement.

Par ailleurs, un espace (&', g) est dit isotrope en un point P € & ssi étant donnés deux
vecteurs quelconques en P : U € Tp(&) et W € Tp(&), il existe une isométrie qui laisse P
invariant et qui transforme v en un vecteur colinéaire & w. On peut alors dire que toutes
les directions issues de P sont équivalentes (puisque l'on passe de I'une a I'autre par une
isométrie).

Un espace peut étre homogeéne sans étre isotrope en aucun de ses points. Par exem-
ple, il peut exister une direction privilégiée dans & qui est la méme en tout point. En
dimension 2, un exemple typique est le cylindre. Par contre, si un espace est homogeéne et
isotrope en un point, alors il est isotrope en tous ses points. On peut donc parler d’espace
homogene et isotrope, sans préciser par rapport a quel point. Réciproquement, on peut

montrer qu'un espace isotrope en tous ses points est nécessairement homogéne.

Un espace (&, g) homogeéne et isotrope est mazimalement symétrique, au sens ou il
posséde le nombre maximal de symétries continues, ou, de maniére équivalente, le nombre
maximal de champs de vecteurs de Killing linéairement indépendants (cf. § 3.2.1). Si la
dimension de & est n, ce nombre est

n(n+ 1)

Nmax = >
2

(7.2)

s0it Npax = 6 pour n = 3 et Nya = 10 pour n = 4. On retrouve ainsi la dimension 10
du groupe de Poincaré qui est le groupe de symétrie de I'espace-temps de Minkowski, ce
dernier étant un exemple d’espace maximalement symétrique.

2. Le terme mathématique précis est variété pseudo-riemannienne.
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Remarque : Nous verrons plus bas (§ 7.5) que les modéles cosmologiques les plus simples
sont basés sur des espaces-temps qui ne sont que spatialement homogénes et isotropes
(solutions de Friedmann-Lemaitre). Ils ne sont donc pas maximalement symétriques.

On peut montrer (cf. par exemple § 3.9 de [3]) que les espaces maximalement symétriques
sont ceux pour lesquels le tenseur de Riemann est de la forme

Raﬂuu =R ((50‘# 9py — 0%, gﬁu) ) (7.3)

ol k est une constante, qui est reliée au scalaire de courbure R [cf. Eq. (4.111)] par

K= % . (7.4)

Il s’agit 1a d’une simplification extraordinaire, si ’on se souvient que dans le cas général, le
tenseur de Riemann a 20 composantes indépendantes pour n = 4 (cf. § 4.3.2). L’expression
(7.3) montre qu’il n’a plus qu’'une seule composante; de plus, elle est constante sur tout
&1 On qualifie un espace vérifiant (7.3) d’espace a courbure constante. Le théoréme est
donc

Un espace (&£, g) est maximalement symétrique si, et seulement si, il est a
courbure constante.

7.2.2 Espaces maximalement symétriques de dimension 3

Les espaces maximalement symétriques de dimension 3 sont particulierement impor-
tants pour la cosmologie. Si l'on se restreint & des métriques g riemaniennes (i.e. de
signature (4, +,+)) et a la topologie la plus simple qui soit pour &, & savoir une variété
simplement connexe (pas de « trous »), alors il n’y a que trois types possibles d’espaces
maximalement symétriques, suivant la valeur de la constante de courbure « :

o k=0:(&,g) est I'espace R* muni de la métrique euclidienne standard ;

o k>0:(&,g) est 'hypersphere S?;

o k< 0:(&,g) est I'espace hyperbolique H?.

Le premier cas étant bien connu, examinons successivement les deux autres.

Hypersphére S?
L’ hypersphére S est la partie de R* définie par
2wt =1, (7.5)

ou (z,y, 2, w) désigne un élément générique de R*. Cette définition est bien entendu la
transposition & trois dimensions de la définition de la sphére bidimensionnelle S* C R3. Les
coordonnées standard (x, 6, ) sur S* prennent leurs valeurs dans les intervalles suivants :

x € 10,7, 6€[0,7], ¢e€]l0,2n]| (7.6)
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Elles sont reliées aux coordonnées cartésiennes (,y, z,w) sur R* par

x = sinysinfcosy

y = sinysinfsing

z = sinycosd, (7.7)
w = CcoSY

S* est une wvariété fermée (i.e. compacte et sans bord) et est simplement connexe.
D’aprés la conjecture de Poincaré, démontrée en 2002 par le mathématicien russe Grigori
Perelman, I’hypersphére S? constitue le seul type de variété fermée simplement connexe
en dimension 3, tout comme la sphére usuelle S? I'est en dimension 2.

La métrique standard sur S® n’est autre que la métrique induite par la métrique
euclidienne dz? 4 dy? + dz? + dw? de R*; elle s’écrit

gi; dz' dz? = dx® + sin® y (d¢92 +sin* 4 dgpz) . (7.8)

Cette métrique est de signature (+,+,+). Elle est donc définie positive, tout comme la
métrique euclidienne de R®. En d’autres termes, il s’agit d’'une métrique riemanienne. Le
tenseur de courbure associé est de la forme (7.3) avec k = 1 (cf. Annexe D pour le calcul).
Le groupe d’isométrie de S* munie de la metrique (7.8) est le groupe orthogonal O(4),
tout comme le groupe de symétrie de S? est O(3). Si I’on se limite aux transformations qui
préservent Porientation, il s’agit du groupe SO(4) des rotations de I'espace euclidien R*.
La dimension de O(4), en tant que groupe de Lie, étant 6, on en déduit que S* est bien
un espace de dimension 3 maximalement symétrique (cf. la formule (7.2) avec n = 3).

Espace hyperbolique H?

L’espace hyperbolique H? peut étre défini comme la nappe supérieure de ’hyper-
boloide & deux nappes de dimension 3 (cf. Fig. 7.1). Ce dernier est I’ensemble des points
(7,9, 2,w) € R* vérifiant

2yt 42— w? = -1 (7.9)

Les coordonnées standard (p, 6, ¢) sur H? prennent leurs valeurs dans les intervalles suiv-
ants :

pel0,+0], O€l0,n], ¢el0,2n]| (7.10)

Elles sont reliées aux coordonnées cartésiennes (z,v, z,w) sur R* par

x = sinhpsinfcosp

y = sinhpsinfsing

z = sinhpcosf, (7.11)
w = coshp

La topologie de H? est celle de R3. Il ne s’agit donc pas d’un espace compact, contrairement
ass.
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FIGURE 7.1 — Espace hyperbolique H? comme sous-ensemble de R* défini par les équations =2 + 3% +
22 —w? = —1 et w > 0. La dimension suivant z a été supprimée pour le dessin, si bien que H? apparait
comme une surface et non comme un volume. On a représenté les lignes iso-coordonnées p = const et

(¢ = const.

La métrique standard sur H? est

gi; dz* dx? = dp* + sinh® p (d92 +sin? @ dgoQ) . (7.12)

En comparant avec celle de (7.8), on constate que la forme de cette métrique ne différe de
celle de I’hypersphére que par (i) le remplacement d’un sinus par un sinus hyperbolique
et (ii) le domaine de variation de la coordonnée radiale : x € [0, 7] sur S? et p € [0, +o0|
sur H3. La métrique (7.12) est riemanienne (signature (+,+,+)). Il est a noter que,
contrairement a la métrique (7.8) de S?, elle n’est pas induite par la métrique euclidienne
dx® 4 dy? + dz* + dw? de R*, mais par la métrique minkowskienne dz? + dy? + dz? — dw?.
Une autre différence avec S? est le signe de la courbure scalaire : H? est un espace de
courbure constante négative : le calcul du tenseur de Riemann conduit a la forme (7.3)
avec k = —1 (cf. Annexe D).

Le groupe d’isométrie de H® muni de la métrique (7.12) est le groupe de Lorentz
orthochrone O,(3,1), c’est-a-dire I'ensemble des transformations de Lorentz qui envoient
tout vecteur du genre temps orienté vers le futur vers un vecteur du méme type. En ef-
fet, dans I'espace R*, H? peut étre vu comme l’ensemble des points séparés de I’origine
(0,0,0,0) par un vecteur unitaire du genre temps et orienté vers le futur pour la métrique
de Minkowski. H? est donc globalement invariant sous 1'action de O,(3,1). De plus, la
métrique g de H? étant induite par la métrique de Minkowski, il est clair que chaque
¢élément de O,(3,1) est une isométrie de (H?, g). Notons que O,(3,1) est un groupe de
Lie de dimension 6, ce qui, d’aprés (7.2), correspond bien a la dimension maximale d’un
groupe de symétrie sur un espace de dimension 3.
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FIGURE 7.2 — Circle Limit III : peinture de M. C. Escher (1959) représentant ’espace hyperbolique
H? sous la forme du disque de Poincaré.

On décrit souvent H? & P’aide des coordonnées stéréographiques (Z, ¢, 2) définies par

N € N Yy R z
. w1’ Y w1’ N w+1 ( )

Ces coordonnées s’obtiennent par projection stéréographique depuis le point (z,y, z,w) =
(0,0,0,—1) sur 'hyperplan w = 0. En posant 7% := 2% + 32 + 22, on déduit facilement de
(7.9) que

w41

Puisque sur H?, w décrit I'intervalle [1, 400, le domaine de variation de 7 est

. w—1
72 =

0<#< L. (7.14)

La projection stéréographique réalise ainsi un difféomorphisme entre H? et la boule de
rayon unité de '’hyperplan w = 0 (identifi¢ & R?). Dans ce contexte, cette derniére est
appelée boule de Poincaré. Notons qu’en raison de I'inégalité stricte dans (7.14) la sphére
qui délimite la boule n’est pas incluse dans la boule de Poincaré; il s’agit donc d’une
boule ouverte. C’est d’ailleurs nécessaire par un simple argument de topologie : la boule
incluant la sphére 7 = 1 est compacte alors que H? ne 'est pas. Les composantes du
tenseur métrique de H? dans les coordonnées stéréographiques sont données par

4
1= @+ +2)°

gy da’ da = (di? + dg® + d?) . (7.15)
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FEzercice : le démontrer & partir de (7.12) et de la formule de changement de coordonnées
(2.57).

En dimension 2, la boule de Poincaré est naturellement appelée disque de Poincaré
Ce dernier a inspiré l'artiste M. C. Escher, ainsi que montré sur la Fig. 7.2. On peut
imaginer cette figure comme une coupe a 2 = 0 de H?3. Les géodésiques sont des cercles
orthogonaux au cercle périphérique 7 = 1; elles sont représentées en blanc sur la Fig. 7.2.
Il est & noter que tous les poissons ont la méme taille pour la métrique g : s’ils apparaissent
de plus en plus petits & mesure que ’on s’approche du bord du disque, c’est en raison de
la divergence g;z — 400 lorsque 7 — 1, ainsi qu'il est clair sur 'expression (7.15).

3

7.2.3 Espaces-temps maximalement symétriques

Plagons-nous dans le cas n = 4 et formons I’équation d’Einstein pour un espace-temps
maximalement symétrique. Le tenseur de Ricci s’obtient en combinant les Eqgs. (4.108) et
(7.3) :

Rosg =R’ 5="r(0% Gup — 075 9a0) = 3K Gas, 7.16
8 5 = H( 4 8= 0%3 9ao) 8 (7.16)

de sorte que le tenseur d’Einstein vaut [cf. Eq. (4.114)]
1 1
Gag = Rag — §Rga5 = 3I<Lga,3 — 512:%9&,3 = -3k Gagb- (717)

L’équation d’Einstein (7.1) s’écrit donc

(A—3k) g=—"T| (7.18)

On en déduit quun espace-temps maximalement symétrique vide (T' = 0) a forcément
une constante cosmologique égale a 3k :

K= % (vide). (7.19)

Si I'espace-temps n’est pas vide et que I'on suppose que le tenseur énergie-impulsion
est celui d'un fluide parfait, ¢’est-a-dire a la forme (4.124), alors (7.18) implique

A -3k
pce +p e p=c——m (7.20)
soit
3k — A
2 2
- t = —pc?| 7.21
p=c——= e p=-—pc (7.21)

Une telle équation d’état est celle de ’énergie dite « du vide ».

3. Le disque de Poincaré a en réalité été découvert par Eugenio Beltrami en 1868, soit 14 ans avant
les travaux de Poincaré.
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Examinons a présent les différents types de solutions maximalement symétriques, en
supposant que le contenu en « matiére » de 'espace-temps assure que (7.21) soit vérifiée,
c’est-a-dire que I’équation d’Einstein soit satisfaite. Comme toute l'information sur la
métrique est codée dans la constante x, il n’y a que trois cas possibles® :

e x=0:daprés (7.3) le tenseur de Riemann est identiquement nul, autrement dit la

métrique g est plate : (&, g) est alors 'espace-temps de Minkowski ;

e k>0 : daprés (7.4) la courbure scalaire est positive : (&, g) est alors

I’espace-temps de de Sitter, que nous allons étudier au § 7.3;
o k< 0:daprés (7.4) la courbure scalaire est négative : (&, g) est alors
I’espace-temps anti-de Sitter, que nous allons étudier au § 7.4.

7.3 Espace-temps de de Sitter

7.3.1 Définition

L’espace-temps de de Sitter est l'espace-temps (&, g) maximalement symétrique de
courbure scalaire strictement positive R = 12x > 0. Il a la topologie de R x S3, ot
S? est I'hypersphére de dimension 3 discutée au § 7.2.2. On peut décrire & par des
coordonnées hypersphériques () = (T, x, 0, @) telles que

TeR, xel0,n], 6€0,7], ¢el02n] (7.22)

et pour lesquelles le tenseur métrique prend la forme suivante :

Gap dz® da’ = —dr® + b~ cosh®(br) [dy* + sin® y (d6” + sin® 0 dp?)] |, (7.23)

ou b est la constante reliée a k par
b:= k. (7.24)

Remarquons que b a la dimension de I'inverse d’une longueur. On reconnait dans le terme
en facteur de b=2 cosh?(br) I'élément de longueur (7.8) sur ’hypersphére SP.

En calculant le tenseur de Riemann & partir des composantes (7.23) de g suivant la
formule (4.98), on obtient la forme (7.3) avec x = b* > 0, en accord avec le fait que I’espace-
temps de de Sitter est l’espace-temps maximalement symétrique de courbure scalaire
positive. D’apres la formule (7.4) avec n = 4, le scalaire de courbure est la constante

R = 12b%. (7.25)

7.3.2 Plongement isométrique dans Minkowksi 5-D

On peut « visualiser » 1'espace-temps de de Sitter (&, g) comme un hyperboloide de
dimension 4 plongé dans 'espace-temps de Minkowski de dimension 5, .#5. Ce dernier

4. Tout comme au § 7.2, nous supposons dans la classification qui suit que la topologie de & est la
plus simple qui soit, & savoir simplement connexe. Si & est multiplement connexe, les identifications qui
suivent ne sont que locales.
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n’est autre que Iespace R® muni de la métrique lorentzienne
dst = —dT? + dW? + dX* +dY? + dZ*. (7.26)
Considérons en effet I’hypersurface .7 de .#5 définie par les équations paramétriques

= b !sinh(br)

= b !cosh(br)cosy
b ! cosh(br) sin x sin 6 cos ¢ (7.27)
b ! cosh(br) sin x sin 0 sin ¢

= b ! cosh(br)sin x cos 0,

N < =S

ot les parameétres (7, x, 0, ¢) prennent leurs valeurs dans R x [0, 7] x [0, 7] x [0, 27]. Les 5
coordonnées minkowskiennes (7', W, X, Y, Z) étant fonctions des 4 paramétres (7, x, 6, ¢),
(7.27) constitue bien I’équation d’une sous-variété de dimension 4 dans .5, une hyper-
surface donc. Grace aux identités cos® x 4 sin?z = 1 et cosh? z — sinh® z = 1, il est facile
de vérifier que (7.27) implique

TP W2+ X2+ Y2+ 22 =02 (7.28)

b étant constant, on reconnait-la I’équation d’un hyperboloide a une nappe (cf. Fig. 7.3).
Calculons ’élément de longueur (7.26) lorsqu’on restreint le déplacement a étre sur
€. Pour cela posons

X := sin x sin 6 cos ¢, Yy := sin x sin 6 sin ¢, Zy = sin y cos 6. (7.29)
En différenciant (7.27), il vient alors

dT" = cosh(br)dr

dW = sinh(b7)cos x dr — b~ " cosh(br) sin y dx
dX = sinh(br)Xodr + b~ ' cosh(br) dX

dY = sinh(b7)Yydr + b~ ! cosh(br) dYy

dZ = sinh(br)Zodr + b " cosh(br) dZ.

A partir de ces expressions, on obtient

—dT? +dW? = —[1+sinh*(br)sin® x| dr* — 2b~ ' sinh(br) cosh(br) X
x sin x cos x dr dy + b~ cosh? (br) sin? x dx* (7.30)
et
dX? +dY?* +dz? = sinh®(br)(X2 + Y + Z2) dr?
426~ sinh(b7) cosh(br) d7(Xod Xy + YodYy + ZodZy)
+b2 cosh®(br) (dX§ + dYy + dZ3) . (7.31)
Or

XS +Y02 + Zg = sin? y,
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1=02 it

) X=0

FIGURE 7.3 — Espace-temps de de Sitter (£, g), vu comme un hyperboloide & une napppe # dans
Pespace-temps de Minkowski a 5 dimensions .#5. (T, W, X, Y, Z) sont des coordonnées minkowskiennes
de A5 et (1,x,0, ) sont des coordonnées hypersphériques de &. Le dessin représente en fait une coupe
af=m/2et p =0 (partie X > 0) ou ¢ = 7 (partie X < 0). Les dimensions suivant Y et Z ont été
supprimées, de sorte que les hypersurfaces 7 = const qui apparaissent comme des cercles (traits noirs)
sont en réalité des hypersphéres S? (7 est exprimé en unité de b—1). L’hyperboloide 7 constitue un
plongement isométrique de (&, g) dans .5 : la métrique physique g coincide sur J# avec la métrique
minkowskienne de .#5. Les lignes rouges représentent des lignes d’univers d’observateurs a coordonnées
(x,0, ) fixes et les droites en trait fin vert sont des géodésiques lumiére, aussi bien pour la métrique g
que pour la métrique minkowskienne de .#5. Ces droites générent ’hyperboloide 7, qui est une surface
réglée.
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2(XodXo + YodYo + ZodZo) = d(X§ + Yy + Z3) = d(sin® x) = 2sin x cos y dx
et
dX§ + dYy + dZ§ = cos® x dx® + sin® x (df” + sin® 0 dp?)
si bien qu’en additionnant (7.30) et (7.31), on obtient
—dT? +dW? +dX? +dY? +dZ?* = —dr?® + b~ cosh?(br) [dx2 + sin? y (d82 + sin% 4 dng)} :

Au vu de (7.26) et (7.23), on en conclut que

d3§|% = Gop dz® da”|. (7.32)

Autrement dit, sur ’hyperboloide 57 les longueurs mesurées via la métrique de Minkowski
de I'espace ambiant .#5 coincident avec les longueurs mesurées via la métrique physique
g. On dit que SZ constitute un plongement isométrique® de I'espace-temps de de Sitter
dans I'espace de Minkowski .#5.

Remarque : L’espace-temps de de Sitter étant mazimalement symétrique, tous ses points
sont équivalents. Ce n’est pas forcément évident sur la Fig. 7.3, ot la courbure
au niveau du « col » de Uhyperboloide (i.e. en T = 0) apparait plus importante
qu’ailleurs. Cependant, il ne faut pas oublier que la courbure physique n’est pas celle
fournie par la métrique euclidienne de R?® (avec laquelle on a tendance a interpréter
la Fig. 7.3!), mais par la métrique de Minkowski sur .#s. Pour cette derniére, la
courbure est bien constante sur tout [’hyperboloide.

7.3.3 Géodésiques lumiére

Un espace-temps est caractérisé en bonne partie par ses géodésiques lumiére. Attachons-
nous donc a déterminer ces derniéres pour l'espace-temps de de Sitter. Nous nous lim-
iterons aux géodésiques lumiere radiales, c’est-a-dire a 6 et ¢ fixés. D’aprés 1’élément de
longueur (7.23), on a, le long de ces géodésiques,

—dr? + b2 cosh?(br)dx* = 0,

d’ou ;
dy = +———dr.
X cosh(br) ’
La relation ci-dessus s’intégre en
X = Xo £ 2 [arctan (¢”7) — arctan (¢"™)] | (7.33)

5. D’une maniére générale, un plongement d’une variété différentiable & dans une variété différentiable
F (ici F = Ms) est une application différentiable ® : & — F telle que (i) en tout point P € &,
I'application linéaire tangente d®p : Tp(&) — To(p)(-F) est injective et (ii) ® est un homéomorphisme
de & sur ®(&). Lorsque & est muni d’une métrique g et .# d’une métrique h, le plongement est qualifié
d’isométrique ssi pour tout couple (P, P’') de points infiniment proches de &, h(m, m) = g(cﬁ’, cﬁ’)),
ot dP € Tp(&) est le vecteur infinitésimal joignant P a P’ et m € To(F) est le vecteur infinitésimal
joignant @ := ®(P) a Q' := ®(P').
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ou les constantes xq et 7y sont telles que x = xo en 7 = 79. Remarquons qu’il y a deux
familles de géodésiques lumiére « radiales », déterminées par le signe £+ dans ’équation
ci-dessus. A D'aide des formules classiques des trigonométries sphérique et hyperbolique,
il est facile de voir que (7.33) conduit a

cos Xo [1 + sinh(b7) sinh(b7p)] F sin xo [sinh(b7) — sinh(b7)]

[
pu— . 4
cORX cosh(b7) cosh(brp) (7.:34)
, _ sinyg [1 + sinh(b7) sinh(b7)] & cos o [sinh(b7) — sinh(b7)]
X = cosh(br) cosh(brp) - (135)

En reportant ces formules dans (7.27) et en remplagant sin(br) par 7', on obtient 1'équa-
tion d’une géodésique radiale dans les coordonnées minkowskiennes de .5 :

( W = m {[COS Xo sinh(bry) F sin xo] 7 + b~ [cos xo = sin xo sinh(bTo)]}
X = Scionsi% {[sin Xo sinh(bry) % cos xo] T+ b~ [sin xo F cos o Sinh(bTO)]}
Y = i:ionsi% {[sin xo sinh(brg) & cos xo] T + b~" [sin xo F cos xo sinh(br)] }
J = %?Z_O) {[sin Xo sinh(b7) & cos xo] T + b~ [sin xo F cos Xo Siﬂh(bTo)]}

\

(7.36)
Les parameétres 7y, Yo, @ et ¢ étant fixés, on reconnait 1’équation d’une droite de .#5. Etant
donnée le caractére isométrique du plongement de (&, g) dans .4, il s’agit nécessairement
d’une droite lumiére de .#Z;. Les géodésiques lumiére radiales sont dessinées en trait fin
vert sur la Fig. 7.3. On y voit clairement les deux familles : celles ayant une fonction x(7)
croissante (signe + dans (7.33)) et celles ayant une fonction x(7) décroissante (signe —
dans (7.33)). Remarquons qu’en variant les droites lumiére, on génére .7 : on retrouve
ainsi le fait qu’un hyperboloide a une nappe est une surface réglée.

7.3.4 Horizon des particules et horizon des événements

Les géodésiques lumiére radiales sont représentées dans le plan des coordonnées (7, x)
sur la Fig. 7.4. Les courbes sur cette figure ne sont autres que les droites de la Fig. 7.3.
L’ensemble des géodésiques lumiére fixe la structure causale de I’espace-temps (&, g) et
conduit a l'existence d’horizons des événements. Pour le voir, considérons un observateur
O de coordonnées (x, 0, ) fixées. Tous les points de & étant équivalents, on peut sans
perte de généralité choisir y = 0. La ligne d'univers de O est alors la courbe rouge en
trait épais de la Fig. 7.3 ou encore la droite verticale rouge de la Fig. 7.4. D’aprés la forme
(7.23) du tenseur métrique, la coordonnée 7 n’est pas autre chose que le temps propre
de I'observateur O (a un facteur ¢ prés). A un instant 7, fixé, la nappe du passé C~ ()
du cone de lumiere de l'observateur O est formée par les géodésiques lumiére radiales
de parameétre (79, xo = 0) et de fonction x(7) décroissante (puisqu’elles convergent vers
x = 0). L’équation de C~(7y) s’obtient donc en faisant yo = 0 et choisissant le signe —
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FIGURE 7.4 — Géodésiques lumiéres de I’espace-temps de de Sitter dans le plan des coordonnées (7, x).
7 est donné en unités de b~!. Les valeurs négatives de y correspondent & ¢ = m, les valeurs positives
étant pour ¢ = 0. La droite verticale rouge est la ligne d’univers de 'observateur stationnant en xy = 0.
Les lignes pointillés représentent son cone de lumiére passé a l'instant 7 = 0. Les lignes en trait noir épais
marquent ['horizon des événements de cet observateur, la région grisée étant I’ensemble des événements
desquels aucune information ne lui parviendra jamais.

dans 'équation (7.33) :
C (m) : x = —2arctan (e’") + 2arctan (") . (7.37)

C~ (7o) est représentée pour 7o = 0 sur la Fig. 7.4 par le trait en pointillés. Physiquement,
C~ (7o) représente la vision de I'univers qu’a 'observateur O a 'instant 7. Depuis 79 = —o0
jusqu’a la valeur actuelle de 7, la nappe du passé C~ a balayé I'ensemble des lignes
d’univers y = const telles que 0 < ¥ < Ymax(T0) aVeC Xmax (7o) Obtenu en faisant 7 — —oo
dans (7.37) :

Xmax(T0) = 2 arctan (ebm) . (7.38)

La 2-sphére définie par 7 = 75 et X = Xmax(70) est appelée horizon des particules de

l’observateur O a linstant 1y. Elle sépare les particules comobiles, i.e. de coordonnées
(x, 0, p) fixes, en deux catégories : celles qui ont déja été observées par O a l'instant 7y et
celles qui ne l'ont pas été. Pour 79 = 0 (cas représenté sur la Fig. 7.4), xmax(0) = 2x7/4 =
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/2. On constate sur (7.38) que

mlililoo Xmax(T0) = T, (7.39)
de sorte qu’au bout d’un temps infini, O a observé toutes les particules comobiles de
I'univers. Notons toutefois que les événements situés en dehors de la nappe du passé du
cone de lumiére limite

Ho = lim C (1) (7.40)

To—>+00

sont & tout jamais inaccessibles & O : les géodésiques lumiére émises depuis ces événements
ne rencontreront jamais la ligne d’univers de O (cf. Fig. 7.4). Pour cette raison He est
appelé horizon des événements de l'observateur O. Son équation est obtenue en faisant
To — 400 dans (7.37) :

Ho : X = m — 2arctan (’") | (7.41)

L’horizon des événements de O est représenté en trait noir épais sur la Fig. 7.4. Notons
qu’il s’agit d’une hypersurface de l'espace-temps &, tout comme les nappes C~ (1) des
cones de lumiére. L’équation de Heo dans les coordonnées minkowskiennes de .#5 s’obtient
en faisant xo = 0 et 79 — +oo dans (7.36) et en y choisissant le signe correspondant a la
famille des géodésiques avec x décroissant :

W =T
X = b lsinfcosyp

Ho : Y = blsinfsing (7.42)
Z = b lcoso.

Sur la Fig. 7.3, qui correspond a § = /2 et ¢ = 0 ou ¢ = 7, He est donc représenté par
les deux droites d’équations respectives :

_0- W=T ¢ o W=T
pour o =0: ¢ ;1 et pour ¢ =7 : X — _p-1,

Remarque 1: Dans l’espace-temps de Minkowski, il n’existe pas d’horizon des €événe-
ments pour un observateur inertiel. Par contre, il en existe un pour tout observa-
teur uniformément accéléré. L’horizon des événements de ce type d’observateur est
appelé horizon de Rindler. II est étudié dans le probleme B.J (Anneze B).

Remarque 2: L’horizon des événements Ho dépend de 'observateur O ; ce n’est donc
pas une propriété intrinséque de l'espace-temps (&, g), contrairement & l’horizon des
événements d’un trou noir qui est une hypersurface unique de l’espace-temps, définie
indépendamment de tout observateur (cf. § 5.3).

7.3.5 Coordonnées de Lemaitre

Dans I’étude d’un espace-temps, en plus de la détermination des géodésiques lumiére,
il est souvent instructif d’utiliser différents systémes de coordonnées. Dans le cas présent,
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effectuons le changement de coordonnées (7, x, 8, p) — (t,7,60, ) suivant

t := b~ 'ln[cosh(br)cosx + sinh(b7)]
S cosh(br) sin y (7.43)
b [cosh(bT) cos x + sinh(b7)]’

0 et o restant identiques. Les coordonnées (¢, 7, 0, ¢) sont appelées coordonnées de Lemaitre.

Il est clair que t et r prennent leurs valeurs dans les intervalles suivants

teR, rel0,+ool (7.44)

En raison du logarithme dans ’expression de ¢, le changement de coordonnées n’est bien
défini que pour
cosh(br) cos x + sinh(br) > 0.

Au vu de (7.27), cette condition est équivalente a
T+ W > 0. (7.45)

Autrement dit, les coordonnées de Lemaitre ne couvrent qu’une moitié de I’espace-temps
de de Sitter : celle située au dessus de 'hyperplan 7'+ W = 0 (cf. Fig. 7.5).

Remarque : Tout comme 7, la coordonnée t définie ci-dessus a la dimension d’une
longueur. Pour lut donner la dimension d’un temps, il faudrait remplacer t par
ct dans toutes les formules qui suivent.

Le systéme (7.43) s’inverse comme suit. On tire immédiatement de (7.43) les relations

cosh(b7) cos y + sinh(b7) = € (7.46)
cosh(br) sin x = br e". (7.47)

En élevant (7.47) au carré, il vient
b?r?e?” = cosh?(br) sin? y = cosh?(br) — cosh?(br) cos? x.
En utilisant (7.46) pour exprimer cosh?(b7) cos? x, on obtient

b2r?e?” = cosh?(br) — [e” — sinh(b7)]? = cosh?(br) — sinh?(b7) —e?* 4 2% sinh(br),

1

d’ott (en écrivant 1 — 2! = —2¢% sinh(bt)),
1
sinh(br) = sinh(bt) + §b2r26bt. (7.48)

En formant le quotient de (7.47) par (7.46) (sous la forme cosh(b7) cos y = € —sinh (b)),

il vient
brebt 2br

e —sinh(br) 1+ e 200 — p2p2’

tan xy = (7.49)
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3

FIGURE 7.5 — Description de I'espace-temps de de Sitter par les coordonnées de Lemaitre (¢,7,6, ©).
Ces derniéres ne recouvrent que la partie colorée (région T4+ W > 0). Les valeurs de ¢ et de r sont données

en unités de b1,

ou, pour obtenir la deuxiéme égalité, nous avons utilisé la valeur (7.48) de sinh(b7).
Les relations (7.48) et (7.49) permettent d’exprimer les coordonnées hypersphériques en

fonction des coordonnées de Lemaitre :

2br

1
7 = b largsinh [sinh(bt) + §b2T2€bt:|

X = arctan (1 T

627“2) + km,

(7.50)

ou k =0 (resp. k = 1) si Pargument de 'arctangente est positif (resp. négatif), de maniére

a assurer x € [0, 7.
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En partant de I'expression (7.27) et en utilisant (7.46), (7.47) et (7.48), il est facile
d’exprimer les coordonnées minkowskiennes en fonction des coordonnées de Lemaitre :

(T = b7! [sinh(bt) + Sb2r%e"]
W = b7 [cosh(bt) — Lb*r2et]

X = eYrsinfcosyp (7.51)
Y = eflrsinfsing
Z = ercosd.

Pour calculer les composantes du tenseur métrique en coordonnées de Lemaitre, une
premiére méthode consisterait a partir des composantes (7.23) en coordonnées hyper-
sphériques et & appliquer la formule générale (2.57), qui fait intervenir la matrice jaco-
bienne dx®/0x% du changement de coordonnées. Mais & la vue de (7.50), il faut bien
reconnaitre que I'on n’a pas trop envie de calculer cette derniére... Une méthode alterna-
tive consiste a évaluer 'élément de longueur minkowskien sur .7 a partir de (7.51). En
différenciant (7.51), il vient en effet

1
dT = [cosh(bt) 2b2 2 bt} dt + bre® dr

dX =
ay
dz

1
aw = [smh bt) r2ebt} dt — bre dr
e (bx dt + dx)
" (by dt + dy)
e’ (bz dt + dz),
ou l'on a noté

x 1= rsinf cos p, Yy :=rsinfsiny et z :=rcosf.

Il vient donc

AT+ dW? = (AW + dT)(dW — dT)
= [sinh(bt) + cosh(bt)] dt x

bt

e

x {[sinh(bt) — cosh(bt) —b*r?e®| dt — 2bre® dr}

'

_e—bt
—dT? +dW? = —(1+b*?e*)dt* — 2bre® dt dr (7.52)
et
dX?+dY? +dZ? = [P (2* +y? + 2%) dt* + 2bdt (vdx + ydy + 2 dz)
+da? + dy® + d2?). (7.53)
Or

Y427 =07
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2w dr +ydy + 2dz) = d(z® + y* + 2*) = d(r®) = 2rdr
et
da® + dy® + d2* = dr® + r*(d6”® + sin® 0 dp?).
L’addition de (7.52) et (7.53) conduit ainsi a
—dT? + dW? +dX? +dY? + dZ* = —dt* + ™ [dr? + r*(d6? + sin? 0 d?)).

L’élément de longueur minkowskien 5-dimensionnel coincidant avec 1’élément de longueur
donné par g sur S [cf. (7.32)], on en déduit les composantes du tenseur métrique de
I'espace-temps de de Sitter dans les coordonnées de Lemaitre (x%) = (t,7,0, ) :

943 da® da’ = —dt® + e [dr? + r*(d6* + sin® § d?)] | (7.54)

Cette forme de la métrique est trés simple. En particulier les hypersurfaces ¢ = const
sont plates : la métrique induite y est proportionnelle & la métrique euclidienne dr? +
r2(df? +sin® 0 dp?). Si ces hypersurfaces ont 'air courbes sur la Fig. 7.5, c’est qu’elles ont
une courbure extrinseque, leur courbure intrinseque étant nulle. De maniére analogue, le
cylindre plongé dans I'espace euclidien R? a une courbure extrinséque non nulle, alors que
sa courbure intrinséque vaut zéro (son tenseur de Riemann est identiquement nul). Les
observateurs comobiles (i.e. les observateurs de coordonnées (7, 0, @) fixes, représentés par
les lignes d’univers rouge sur la Fig. 7.5) forment une famille en expansion exponentielle :

la séparation métrique entre deux tels observateurs varie comme e.

7.3.6 Coordonnées statiques

Un autre systéme de coordonnées intéressant sur ’espace-temps de de Sitter est fourni
par la transformation (7, x, 0, ¢) — (¢,7,0, ) définie par

_ 1 , sinh(b7)
t = i argsinh

/1 — cosh?(br) sin® (7.55)
o= 3 cosh(b7) sin

0 et o restant inchangées. Les coordonnées (¢, 7,6, ¢) sont appelées coordonnées statiques
car elles sont liées & un vecteur de Killing statique de I'espace-temps de de Sitter, ainsi
que nous allons le montrer. Remarquons qu’en raison de la racine carrée dans ’expression
de t, les coordonnées statiques ne sont définies que pour

cosh(br)siny < 1. (7.56)

Cette condition restreint le domaine de variation de 7 : via (7.55), elle implique 7 < b1,
Par ailleurs, puisque y € [0, 7], 7 > 0. De son coté, ¢ peut prendre n’importe quelle valeur
réelle lorsque 7 décrit R. On en déduit le domaine de variation des coordonnées statiques :

teR, 7e[0,b7']| (7.57)




7.3 Espace-temps de de Sitter

185

T
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FIGURE 7.6 — Description de I'espace-temps de de Sitter par les coordonnées statiques (¢,7, 8, ¢). Ces
derniéres ne recouvrent que la partie colorée. Les valeurs de £ et de 7 sont données en unités de b~1.

La condition (7.56) signifie que les coordonnées statiques ne recouvrent qu’une partie de
I’espace-temps de de Sitter : il s’agit de la partie colorée sur la Fig. 7.6.

Le systéme (7.55) s’inverse aisément : en reportant la deuxiéme équation sous la forme
cosh(br) sin y = b dans la premiére, il vient

sinh(b7) = sinh(bt)V'1 — b?72. (7.58)
On peut alors faire cosh(br) = 1/1 4 sinh®(b7) dans la deuxiéme équation et obtenir
br
V1 sinh(00) (1 — 1272)

(7.59)

siny =

La transformation de coordonnées inverse est donc

1
T =5 argsinh [sinh(bf) V1-— bQFQ]

. (7.60)

1+ sinh(0) (1 — 1272)

X = arcsin
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Exprimons a présent les coordonnées de Minkowksi de I’espace ambiant .#5 en fonction
des coordonnées statiques. En comparant la premiére équation de (7.27) avec (7.58) et
(7.55), c’est immédiat pour T, X, Y et Z. Quant a W, il vient

1
W = b ! cosh(br) cos x = fCF)SX =7

-1
sin x sin? y

En reportant I'expression (7.59) de sinh x et en simplifiant, on obtient
W = b~!cosh(bt)V1 — b272.
L’expression des coordonnées minkowskiennes en fonction des coordonnées statiques est

donc
T = b lsinh(bt)v1 — b2r?
W = b !cosh(bt)y/1 — b2

X = Tsinfcosy (7.61)
Y = rsinfsing
Z = Tcosf.

Tout comme pour les coordonnées de Lemaitre, utilisons cette expression pour calculer
les composantes du tenseur métrique en coordonnées statiques. On a

dT = cosh(bt)V'1 — 0?72 dt — sinh(bt) ———— \/ﬁ dr

dW = sinh(bt)V' 1 — b272 dt — cosh(bt) —————

d’ou
b2f2

2 2 _ 22\ 172 2
—dT +dW ——(1—bT )dt +md?" .
Remarquons que I’élimination de la dépendance en £ grace a I'identité cosh? (bt) —sinh?(bt) =
1. Par ailleurs, il est évident sur (7.61) que

dX? +dY? +dZ? = di* + 7*(df? + sin® 0 dp?).

On a donc
1

m d’F2 + fQ(d92 + Sin2 0 dg02)

—dT? +dW? +dX? +dY? +dZ* = —(1 — b*7%) dt* +

Le caractére isométrique du plongement de (&', g) dans .45 permet de conclure quant aux
composantes du tenseur métrique dans les coordonnées statiques (z%) = (¢, 7,60, ¢) :

1
1— 02

dr® + 7 (d6” + sin® 0 dp?) | (7.62)

Jap da® da® = —(1 — b*72) di* +

On constate que les composantes g5 sont indépendantes de £. Comme 8_;; est du genre
temps et orthogonal aux hypersurfaces ¢ = const, les éléments hors diagonale de (g,5)
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étant nuls, on en déduit® que 5{ est un vecteur de Killing traduisant le caractére statique
de la partie de I'espace-temps de de Sitter couverte par les coordonnées (¢, 7,6, ). Cela
justifie le qualificatif de statiques donné a ces coordonnées.

Remarquons que la forme (7.62) ressemble beaucoup a I'expression de la métrique de
Schwarzschild en coordonnées de Schwarzschild telle que donnée par I'Eq. (3.6) : il suffirait
de remplacer 2GM/(c*r) par b?7* dans cette derniére pour obtenir (7.62). En particulier,
tout comme la coordonnée de Schwarzschild r, 7 est une coordonnée radiale aérolaire (cf.
Remarque p. 59) : elle donne l'aire des sphéres {t = const, 7 = const}. Tout comme
les coordonnées de Schwarzschild en r = Ryg, les coordonnées (¢,7, 6, ) sont singuliéres
en 7 = b ' Il s’agit clairement d'une singularité de coordonnées (cf. § 5.2.1) puisque
I'espace-temps (&, g) se prolonge de maniére régulicre au dela de la frontiere 7 = b1 (cf.
Fig. 7.6). Par contre, contrairement au cas de la métrique de Schwarzschild, il n’y a pas
de singularité en 7 = 0.

7.4 Espace-temps anti-de Sitter (AdS)

7.4.1 Définition

L’espace-temps anti-de Sitter (en abrégé AdS) est 'espace-temps (&,g) maximale-
ment symétrique de courbure scalaire strictement négative. Il a la topologie de R* et est
entiérement couvert par les coordonnées hyperboliques (7, p, 0, @) telles que

TeR, pel0,+o0f, 0€0,7], ¢e€]l0,2n] (7.63)

et pour lesquelles le tenseur métrique prend la forme suivante :

Jop dz® da” = — cosh? p d7? + b2 [d,o2 + sinh? p (d02 + sin® 0 d(pQ)} , (7.64)

ou b est la constante reliée au paramétre x de 'expression (7.3) par
b:=+—k. (7.65)

On reconnait dans le terme en facteur de b=2 dans (7.64) I'élément de longueur (7.12) de
I'espace hyperbolique H?. Du point de vue topologique, I'espace-temps AdS peut étre vu
comme R x H3, tout comme l’espace-temps de de Sitter était R x S. Notons d’ailleurs
que, puisque H? est homéomorphe a R? (cf. § 7.2.2), la topologie de R x H? est bien celle
de R4,

Remarquons d’emblée que espace-temps AdS est statique : il est clair sur (7.64)
que 8ga5 /OoT = 0; 8 est donc un vecteur de Killing. De plus, il est du genre temps
(8 8 = goo < O) et est orthogonal aux hypersurfaces 7 = const (car go; = 0). Toutes
les conditions invoquées dans la définition d’un espace-temps statique donnée au § 3.2.1
sont donc réunies.

6. Cf. le § 3.2.1 pour la définition d’un espace-temps statique.
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T==n/2 \U

T=0 \‘\ Sl ) it / -

p=2

p=2
T=-[2

FIGURE 7.7 — Espace-temps anti-de Sitter (&,g), vu comme un hyperboloide dans I’espace pseudo-
riemannien R??. La figure représente en fait seulement la partie 7 € [—m, 7] de &. Il s’agit d’une coupe
a0 =m/2et ¢ =0 (partie X > 0) ou ¢ = 7 (partie X < 0). Les dimensions suivant Y et Z ont
été supprimées, de sorte que les lignes 7 = const (traits noirs) sont en réalité des espaces hyperboliques
H? (7 est exprimé en unité de b=1). Les lignes rouges représentent des lignes d’univers d’observateurs a
coordonnées (p, 0, ) fixes et les droites en trait fin vert sont des géodésiques lumiére, aussi bien pour la
métrique g que pour la métrique pseudo-riemannienne de R?3.

7.4.2 Immersion isométrique dans R??

Tout comme nous avons identifié I’espace-temps de de Sitter a un hyperboloide dans
I’espace de Minkowski & 5 dimensions .#5, on peut voir I'espace-temps AdS comme un
hyperboloide « plongé » dans un espace & 5 dimensions. Ce dernier n’est cependant pas
M5, mais R® muni de la métrique

doi = —dU? — dV? +dX* +dY?* + dZ?, (7.66)

ou (U,V,X,Y, Z) désigne un élément générique de R®. La métrique (7.66) est de signa-
ture (—, —,+,+,+). Elle n’est donc ni riemanienne, ni lorentzienne. Elle fait partie de
la classe plus générale des métriques pseudo-riemanniennes, c¢’est-a-dire des formes bil-
inéaires symétriques non-dégénérées de signature quelconque (cf. § 2.3.1). Nous noterons
R%3 I’espace R®> muni de la métrique (7.66).

Remarque : Suivant cette convention, on pourrait désigner par RY* ’espace-temps de
Minkowski M5 et par RY espace-temps de Minkowkski usuel (i.e. de dimension

4)-
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Considérons donc I'image # de & dans R*? par I'application ® définie par

= b !sin(br) cosh p

b~! cos(br) cosh p

b~! sinh psin # cos ¢ (7.67)
b~ sinh psin #sin ¢

= b lsinhpcosd,

N < =S
[

A est une hypersurface de R?2. 1l est facile de vérifier que (7.67) conduit
~UP V2P X2 Y 4 2% = b2 (7.68)

S est un hyperboloide & une nappe (de dimension 4!); il est représenté sur la Fig. 7.7.
Remarquons que contrairement a la représentation hyperboloidale de I’espace-temps de
de Sitter considérée au § 7.3.2, 'application ® : & — S n’est pas bijective, en raison
des fonctions périodiques de 7 présentes dans (7.67).

Montrons que si I'on mesure les distances sur ¢ a l'aide de la métrique pseudo-
riemanienne (7.66) on retrouve la métrique physique (7.64) de I'espace-temps AdS. A
cette fin, posons

Xo :=sinf cos ¢, Yy :=sinfsin ¢, Zy = cos b,
de sorte que 'on peut écrire, sur 2,

dU = cos(br)cosh pdr + b~ sin(br) sinh pdp
dV = —sin(br)cosh pdr + b ' cos(br) sinh pdp
dX = b ! (coshpXydp + sinh pdXy)
dY = b ' (coshpYydp + sinh pdY))
dZ = b (coshpZydp + sinh pdZ,).
On en déduit
dU? + dV? = cosh? pdr? + b2 sinh? pdp
et
dX? +dY? +dZ? = b *[cosh® p(X2 + Y + Z2) dp*
+2sinh p cosh p(Xo dXg + Yo dYy + ZydZy) dp
+sinh® p(dXg + dYy + dZ3)).

Or X2+ Y2+ 72 = 1, don XodXo + YodYo + ZodZo = 1/2d(X2 + Y2 + Z2) = 0. Par
ailleurs, dX2 + dY? + dZ2 = d6? + sin? d6?. 11 vient donc

dX? +dY? +dZ* = b~? [cosh® pdp® + sinh® p(df® + sin® 6 d?)] .
Au final,

—dU? —dV? 4+ dX? +dY? + dZ* = — cosh® pdr* 4+ b2 [alp2 + sinh? p(d#* + sin® @ dgpz)} )



190

Solutions cosmologiques

En comparant avec (7.66) et (7.64), on en conclut que

dagbf = Gop daz® da”|. (7.69)

L’application ® : & — R?? définie par (7.67) est donc une isométrie. Par contre, il ne
s’agit pas d’'un plongement isométrique comme au § 7.3 pour I'espace-temps de de Sitter,
car ¢ n’établit pas une bijection entre & et S = ®(&) : ainsi que nous I'avons remarqué
plus haut, ® n’est pas injective : elle « enroule » une infinité de fois & sur . Par contre,
restreinte au voisinage de n’importe quel point, ® est bel et bien injective. On dit dans ce
cas que @ est une immersion isométrique de (&,g) dans R*3, plutét qu'un plongement
isométrique.

7.4.3 Géodésiques lumiére

Tout comme au § 7.3.3, limitons-nous aux géodésiques lumiére radiales, c’est-a-dire a
0 et ¢ fixés. En annulant I’élément de longueur (7.64), on obtient

—cosh? pdr* 4+ b2 dp* = 0,

d’ou
d
bdr = +—"—.
cosh p
Cette relation s’intégre en
7 = 15 £ 2b~ ! [arctan(e”) — arctan(e”)]|, (7.70)

ou les constantes 7y et pg sont telles que 7 = 7 si p = pp. La relation ci-dessus s’inverse
facilement :

b(T — 7o)

5 + arctan(e™) | |. (7.71)

p=Intan |+

On obtient donc deux familles de géodésiques lumiére radiale, suivant le signe + dans
(7.71) ; nous qualifierons de sortantes celles pour lesquelles p est une fonction croissante
de 7 (signe +) et d’entrantes celles pour lesquelles p est une fonction décroissante de 7
(signe —).

On constate que les formules (7.70) et (7.33) sont analogues, via les échanges br <> x
et p <> br. En effectuant les mémes transpositions dans les résultats (7.34)-(7.34), on
obtient immédiatement

cos(brg) (1 + sinh p cosh p) F sin(bry)(sinh p — sinh py)

b =
cos(br) cosh p cosh pg

in(br) sin(brp) (1 + sinh p cosh p) £ cos(bry) (sinh p — sinh py)
sin = .
’ cosh p cosh pg
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FIGURE 7.8 — Géodésiques lumiére radiales (courbes vertes) et géodésiques temporelles issues de
la ligne d’univers p = 0 (courbes en tirets rouges) dans ’espace-temps anti-de Sitter représenté dans
le plan (7, p). Par conventiion, les valeurs négatives de p correspondent a ¢ = m, les valeurs positives
correspondant & ¢ = 0. L’échelle de 7 est en unité de 1.

En reportant ces expressions dans (7.67), on obtient I’équation paramétrique des géodésiques

radiales dans les coordonnées de R?? :

(U = (beosh py)~* {[sin(bry) sinh py & cos(brg)] A + sin(bo) F cos(brp) sinh po}
V = (bcosh py) ~* {[cos(bry) sinh pg F sin(bro)] A + cos(b7) =+ sin(brp) sinh pg }
X = b7 (sinf cos p) A (7.72)
Y = b~ !(sinfsin @) A
L Z =b"Y(cosb) N,
ol nous avons utilisé le paramétre A\ := sinh p plutot que p. Le domaine de variation

de X étant R, il est clair que (7.72) constitue I'équation d’une droite de R*3. Nous
retrouvons ainsi la méme propriété que pour espace-temps de de Sitter (cf. § 7.3.3) :
les géodésiques lumiére radiales sont des droites de I'espace ambiant. De plus, I'immersion
étant isométrique, ce sont des droites lumiére de la métrique ambiante. Ces droites sont
représentées sur la Fig. 7.7. Puisqu’elles générent .7, on retrouve le fait que ’hyperboloide
a une nappe est une surface réglée.

7.4.4 Propriétés causales

Les géodésiques lumiére sont aussi représentées sur la Fig. 7.8 dans le plan-coordonnées
(1,p). Elles n’apparaissent alors pas comme des droites mais comme le graphe de la
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fonction (7.70). Contrairement au cas de l'espace-temps de de Sitter, on constate sur
cette figure que tout observateur fixe dans les coordonnées (p,d, ) n’a ni horizon des
particules, ni horizon des événements. Plus précisément désignons par O 'observateur de
coordonnée p = 0. La coordonnée 7 n’est alors pas autre chose que son temps propre (cf.
(7.64) avec p = 0). La nappe du passé du cone de lumiére de O a l'instant 7, désignée
par C~(7p), est obtenue en faisant py = 0 dans (7.71) et en y choisissant le signe — :

b(r —
C™ (7o) : p=1Intan | > — br = m) . (7.73)
4 2
Il est clair sur cette expression que
l. + N ﬂ-
im p =400 ou T4 :=Ty— —
T—=(m1)t p ’ ! 0 2b

et la notation 7 — (71)" signifie que 7 tend vers 71 par valeurs supérieures. Ainsi le cone
de lumiére passé C~(7y) balaye toutes les lignes d’univers des particules comobiles (i.e.
de coordonnées (p, 0, ¢) fixes). L’'observateur O n’a donc pas d’horizon des particules tel
que défini au § 7.3.4. De méme, il est clair sur (7.71) que, quel que soit le lieu (79, po)
d’émission d’une géodésique lumiére radiale entrante, cette derniére finira toujours par
rencontrer la ligne d’univers de O (i.e. atteindre p = 0). L’observateur O n’a donc pas
d’horizon des événements.

Une propriété des cones de lumiére apparait clairement sur la Fig. 7.8 et peut étre
quantifiée grace a I'Eq. (7.70) : une géodésique lumiére sortante émise par O & un in-
stant 79 n’atteint jamais la région d’espace-temps définie par 7 > 79 + 7/(2b). Une con-
séquence est que le probleme de Cauchy, c’est-a-dire I’évolution a partir de données ini-
tiales sur 'hypersurface 7 = 0, est mal posé. On dit que l'espace-temps AdS n’est pas
globalement hyperbolique.

Une autre « pathologie » de I'espace-temps AdS apparait sur la Fig. 7.8, sur laquelle
on a dessiné les géodésiques temporelles radiales " issues de la ligne d’univers de O : on
constate qu’aprés s’étre éloignées de O, elles reconvergent vers O au bout d’un intervalle
de temps propre de O égal & wb~!, et ce quelles que soient leurs vitesses initiales par
rapport & O. Physiquement cela signifie quun observateur O’ qui quitte O & un instant
7o et qui ne subit aucune accélération, hormis celle au moment de son départ ®, reviendra,
nécessairement vers O a l'instant 79 + b1, comme s’il était « repoussé par 'infini ». Il
dépasse ensuite O et part dans le sens opposé a celui de son départ. Il reviendra de nouveau
vers O a 'instant 7+ 2mb ™!, cette fois-ci dans le méme sens qu’au départ, entamant ainsi
un cycle d’oscillations sans fin autour de O.

Un autre enseignement de la Fig. 7.8 est que, du point de vue du temps propre de O,
il faut un temps fini, précisément 7 /(2b), & un photon pour venir de 'infini jusqu'a O.

7. Nous n’avons pas établi ici équation de telles géodésiques; on peut montrer (cf. par exemple
[10]) qu'en terme de l'espace ambiant R?3 les géodésiques de & s’obtiennent comme l'intersection de
I'hyperboloide .77 par des plans de R?3. Le cas limite des plans tangents donne les géodésiques lumiére,
ce qui explique pourquoi ces derniéres sont des droites. Les géodésiques issues de O correspondent a des
plans qui passent par Porigine (0,0,0,0,0) de R?3.

8. On peut imaginer un lancement de fusée avec coupure du moteur peu aprés le décollage, de sorte
qu’ensuite O est un observateur inertiel et se déplace donc sur une géodésique temporelle.
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Cette propriété met en relation directe la « frontiére » située en p = +oo de de l'espace-
temps AdS avec son intérieur et est a l'origine de la fameuse correspondance AdS/CFT,
également appelée conjecture de Maldacena, débattue en théorie des cordes.

Pour plus de détails sur 'espace-temps anti-de Sitter on pourra consulter les Réf. [35],

[10] et [62],

7.5 Solutions de Friedmann-Lemaitre

Ayant examiné les solutions maximalement symétriques, nous passons & présent aux
solutions qui ont un degré de symétrie un peu plus faible : les espaces-temps spatialement
homogeénes et isotropes. Ils représentent une bonne approximation de l'univers dans lequel
nous vivons et sont a la base de la cosmologie moderne.

7.5.1 Espaces-temps spatialement homogeénes et isotropes

La cosmologie standard est basée sur le

Principe cosmologique : I'Univers est spatialement homogéne et spatiale-
ment isotrope.

Pour comprendre cet énoncé, il va nous falloir quelques petites définitions. Tout
d’abord, afin de donner un sens au qualificatif spatialement, introduisons la notion de
feuilletage spatial (on dit aussi feuilletage 3+1) de lespace-temps (&,g) : on suppose
qu’il existe une famille & un paramétre réel (3;)cr d’hypersurfaces spatiales deux a deux
disjointes et telles que

& =)z (7.74)

La métrique induite v sur chaque X; n’est autre que la restriction de g a ¥; : en désignant
par Tp(X;) lespace tangent a ¥, on a donc

V(0, W) € Tp(X) x Tp(5:), (v, w) = g(v, w). (7.75)

Que >, soit une hypersurface spatiale signifie que v est une métrique riemannienne, i.e.
définie positive, autrement dit, de signature (+, +, +). La normale & 3; en chaque point
est alors nécessairement un vecteur du genre temps.

On dit qu’'un espace-temps (&, g) est spatialement homogeéne s’il peut étre feuilleté par
une famille (3;)cgr d’hypersurfaces spatiales telles que, pour tout ¢ € R et tout couple
(M, N) de points dans 3, il existe une isométrie? de (&, g) qui fasse passer de M a N.
Cela signifie que tous les points de ¥, sont équivalents. L’espace tridimensionnel (3, ),
ou -y est la métrique induite par g sur X, est ainsi un espace homogéne au sens défini au
§ 7.2.1.

La notion d’isotropie spatiale qui intervient dans le Principe cosmologique est quant a
elle basée sur une congruence de lignes d’univers. Par congruence, on entend une famille de

9. Rappelons que la notion d’isométrie a été définie au § 7.2.1.
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courbes de & telle qu’en chaque point de &, il passe une, et exactement une, courbe de la
famille. On appelle congruence d’observateurs une congruence dont toutes les courbes sont
du genre temps; on peut alors les considérer comme des lignes d’univers d’observateurs.
On dit qu’'un espace-temps (&, g) est spatialement isotrope ssi il existe une congruence
d’observateurs telle qu’en tout point M € &, si u(M) désigne la 4-vitesse de I'observateur
de la congruence qui passe par M, et ¥ et W deux vecteurs orthogonaux a (M), il existe
une isométrie qui laisse M et ©(M) invariants et transforme ¥ en un vecteur colinéaire &
w.

Si espace-temps (&, g) est a la fois spatialement homogéne et spatialement isotrope,
les lignes d’'univers des observateurs O définissant 1’isotropie sont nécessairement orthogo-
nales aux hypersurfaces >; définissant I’homogénéité spatiale. On qualifie les observateurs
O d’observateurs cosmiques et leur temps propre de temps cosmique. On peut choisir
le paramétre ¢ d’étiquetage des hypersurfaces ¥; comme le temps cosmique et écrire la
métrique sous la forme

Jopdr®ds® = —dt* + v;;dx'da? (7.76)

ot les coordonnées (x') décrivent chaque hypersurface ;. L’hypothése d’homogénéité
spatiale signifie que (3;,7y) est un espace homogéne et I'hypothése d’isotropie spatiale
implique qu’il s’agit également d’'un espace isotrope. (X;,7y) est ainsi un espace max-
imalement symétrique de dimension 3. Il s’agit donc d’un des trois types discutés au
§7.22:

a(t)? [dTQ +7r%(d?* + sin? 0 d902)} (espace euclidien R3)
Yijdz'de’ = < a(t)? [dx* + sin® x(df? + sin® 0 dp?)]  (hypersphére S?)
a(t)? [dp* + sinh? p(d6* + sin® 6 dp?)]  (espace hyperbolique H?).

(7.77)
Par rapport aux éléments de longueur présentés au § 7.2.2, on a ajouté un facteur d’échelle
a(t) > 0, qui est constant sur une hypersurface 3; donnée et donc ne change pas son carac-
tére d’espace maximalement symétrique ; par contre, a(t) peut varier d’une hypersurface
> a l'autre, d’ou sa dépendance explicite en .
On peut mettre les trois éléments de longueur (7.77) sous une forme commune. Posons
en effet, dans le cas de S?,

r = siny.

Puisque x € [0,7] [cf. (7.6)], » € [0,1]. Remarquons que 'application [0,7] — [0, 1],
X — 7 n’est pas bijective : chaque élément de [0, 1] a deux antécédents. Par conséquent,
le systéme de coordonnées (7,0, ) ne couvre qu’une moitié de S*, par exemple la moitié
X € [0,7/2]. 1l faut une deuxiéme carte (7,6, @) pour couvrir la partie x € [7/2,7]. On a
dr = cos x dx et dx* = dr?/(1 — r?), si bien que

dr?

1—1r2

dx? + sin® (df? + sin® 0 dp?) = + 72(d6” + sin? 0 d?). (7.78)

Dans le cas de H?, posons
r := sinh p.
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Puisque p décrit R tout entier [cf. (7.10)], il en est de méme de r. L’application sinh
étant une bijection R — R, le systéme de coordonnées (7,6, ) couvre H? tout entier,
contrairement & son analogue sur S°. Il vient dr = cosh pdp et dp? = dr?/(1 +r?), si bien
que

dr?

+ 7%(d6? + sin” 0 dp?) (7.79)

dp? + sinh? p(d6? + sin? 0 dp?) =
p° + sinh” p(df* + sin” 0 dp*) 2

Au vu de (7.77), (7.78) et (7.79), on peut réécrire (7.76) comme

dr?

T2 +72(d6? + sin® 0 dp?) | |, (7.80)

Japdrda’ = —2dt* + a(t)?

ol k est une constante qui ne peut prendre que trois valeurs :

0  pour R? euclidien
k=< 1  pourS? (7.81)
—1 pour H3.

La métrique (7.80) est appelée métrique de Robertson-Walker, ou encore métrique de
Friedmann-Lemaitre- Robertson- Walker (FLRW). Elle décrit les espaces-temps spatiale-

ment homogénes et isotropes les plus généraux'’. Notons qu’elle ne dépend que de la
constante k € {—1,0,1} et d’une fonction scalaire a(t).

Remarque : La coordonnée r est sans dimension et le facteur d’échelle a(t) posséde la
dimension d’une longueur. Dans le cas k = 0, on pourrait aussi choisir d’avoir r de
la dimension d’une longueur (comme une coordonnée radiale usuelle) et a(t) sans
dimension.

En tant qu’espace maximalement symétrique, chaque hypersurface (¥4, 7) a une courbure
constante (cf. § 7.2.1). La constante de courbure x introduite dans (7.3) est reliée a k par

(7.82)

En effet, nous avons vu au § 7.2.2 que pour S?, k = 1 et pour H?, x = —1. Comme lorsque
k #0, (3¢, 7) ne différe de S* ou H? que par le facteur d’échelle a(t), on en déduit (7.82).
Le scalaire de courbure "' °R des hypersurfaces (¥;,~) s’exprime via la formule (7.4) avec
n=3:

3R = 6Kk =

O (7.83)

10. du moins dans le cas de topologies simplement connexes, sinon il s’agit d’une description uniquement
locale

11. La notation 3R vient rappeler qu'il s’agit du scalaire de courbure des espaces tridimensionnels
(X¢,7), & ne pas confondre avec le scalaire de courbure R de I'espace-temps tout entier (&£, g).
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7.5.2 Equations de Friedmann

Ayant écrit la forme la plus générale de métrique qui satisfait au principe cosmologique,
nous pouvons former I’équation d’Einstein. Cette derniére va donner un systéme d’équa-
tions différentielles pour la fonction a(t). Il faut au préalable fixer le membre de droite
de I'équation d’Einstein, a savoir le tenseur énergie-impulsion T'. Choisissons le modéle
fluide parfait pour ce dernier (cf. § 4.4.2) :

T=(p+p)uu+pg. (7.84)

Pour étre en accord avec le principe cosmologique, le fluide doit étre immobile par rapport
aux observateurs cosmiques (sinon il définirait une direction privilégiée, en contradiction
avec I'hypothése d’isotropie). La 4-vitesse du fluide est donc nécessairement égale a celle
des observateurs cosmiques. D’aprés (7.80), cette derniére est c‘lét = 50. On a donc

@ =0, (7.85)

soit en composantes par rapport au systéme de coordonnées (:1:0 =ct,r,0,p),
u® = (1,0,0,0). (7.86)

Par ailleurs, I'hypothése d’homogénéité spatiale implique que p et p sont des quantités
constantes sur une hypersurface ¥; donnée; ce ne sont donc que des fonctions de ¢ :

p=pt)] et |p=p(t) (7.87)

Auvude (7.84), (7.86) et (7.80), les composantes du tenseur énergie-impulsion s’écrivent

Too = 002
2
a
Trr = PTG
Pk
Tyy = pa*r®
T,, = pa’r®sin®6. (7.88)

Toutes les autres composantes sont nulles.

Pour calculer le tenseur d’Einstein, commencons par évaluer les symboles de Christoffel
de g par rapports aux coordonnées (ct,r,6,p). En appliquant la formule (2.130) aux
composantes de g lues sur (7.80), on obtient

o, = ﬁ T = aach o = aaCTQ sin’ ¢

Iy, =1"0= % rr., = 1_]6—;702 [y = —1(1 — kr?) I, = —7(1 — kr?)sin® 6
M, =1%= 5 r’,=1% = % I, = —sinfcosf

F<p0<p = lwgoo = % lwnp = Fww = % Fwﬁcp = Fwwe = tailé”

(7.89)
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ol 'on a utilisé la notation
. da
Q=
Les symboles de Christoffel qui ne figurent pas ci-dessus sont identiquement nuls. A titre
de vérification, on note que lorsque k = 0 et a(t) = 1 (= a = 0), on retrouve (4.67)-(4.69),
comme il se doit.

Les composantes du tenseur de Ricci se déduisent de (7.89) via la formule (4.110); on

obtient

(7.90)

3
oo =~y
R - ad + 24 + 2c2k
o (1 — kr?)
742
Reg = —(ai+2a*+ 2¢°k)
C
2
Ry, = —l(ai+2a" 4 2¢°k)sin® 0, (7.91)
C

avec bien entendu a := d?a/dt*. Toutes les autres composantes sont identiquement nulles.
On en déduit le scalaire de courbure :

3 1—kr?  ad+ 2a®+ 2%k
R=¢"R, = (-1)x[|[——=- X
g (=1) ( 02a>+ a? (1 — kr?)
—I— XT2( +22+22]€)—|— 1 XTZ(..+2-2+22]€).20
—— X —(ada + 2a c ——————— X —(ad + 2a c’k)sin® 0,
a?r?2 2 a?r?sin®@ = 2
soit )
6 |da a Ak
R=— |- — — . 7.92
c? a+ (a) * a2] (7.92)

A partir de (7.91), (7.92), (7.80) et (7.88), les composantes de 1'équation d’Einstein
(7.1) s’écrivent

3 3 |a [a\® 2k 871G
00: =222 () + 0 (1) +A(=1) =
2a 2 a+<a) +(z2 (=) +A(-1) 2
ai + 2a% + 22k 3 d+ a 2+02k: a? . Aa? 87G a2
rr. — = | = - — =
(1 — kr?) 2 la a a2 | 1—Fkr?2 1—Fkr? A pl—kr2

o , 3
00 : C—Q(aa+2a +20k)_§

8rG 5 ,

a’r? + Aa*r? = —pa’r
c

i a\? 2k
—+(=) +=
a a a

i a\? 2k
—+(=) +=
a a a

2

3
oo (ai+ 2%+ 2¢%k) sin20 — =

a’r?sin® 0 + Aa*r?sin? 0
c? c?

8rG
= —pa’r
c

2sin? 0.
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Toutes les autres composantes sont nulles. On constate que ’on n’a que deux composantes
indépendantes, par exemple les composantes 00 et rr :

L\ 2 2 2
a c’k  8nG A
=z - = — 7.93
(a) * a? 3 7773 (7.93)
i 1|[/a\> 4rG AN
BT I — | == — 94
a+2 <a> (12] c? Pt 2 (7.94)
En reportant (7.93) dans (7.94), on peut réécrire ce systéme comme
-\ 2 2 2
a c’k  8rG A
Z - = -— 7.95
(a) * a? 3 Pt 3 (7.95)
a vle P A
¢_ T 3_> £ 7.96
a 3 <p + c? i 3 (7.96)

Ces équations sont appelées équations de Friedmann.

Remarque : Quand on parle de [’équation de Friedmann, sans plus de précision, il s’agit
de UEq. (7.95). L’Eq. (7.96) est alors qualifiée de seconde équation de Friedmann.

Les équations de Friedmann constituent un systéme de deux équations différentielles pour
les fonctions a(t), p(t) et p(t). On compléte le systéme en se donnant une équation d’état :

p=p(p). (7.97)
Un exemple d’équation d’état souvent utilisée est
p=wpc®|, (7.98)
ol w est une constante. On distingue trois cas particuliers :
e w = —1 : équation d’état dite « du vide » car elle implique un tenseur énergie-
impulsion de la forme T = —pc? g [faire p = —pc? dans (7.84)], ce qui correspond

au tenseur énergie-impulsion moyen des fluctuations du vide en théorie quantique
des champs ;
e w = 0 : matiére sans pression (« poussiére »);
e w = 1/3 : radiation électromagnétique.
En dérivant (7.95) par rapport a ¢ et remplagant @ par (7.96), on obtient une relation
trés simple impliquant la dérivée temporelle de p :

b= —3% (p + %) . (7.99)

Dans le cas d’une équation d’état de la forme (7.98), cette relation devient

Lo 31+ w)?,
P a
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ce qui s'intégre immédiatement en

p(t) = po {%} o

oll py et ap sont deux constantes. En reportant cette expression de p dans l’équation
de Friedmann (7.95), on obtient une équation différentielle qui ne fait intervenir que la
fonction a(t).

, (7.100)

7.5.3 Solutions de Friedmann-Lemaitre

Les solutions des équations de Friedmann (et donc de ’équation d’Einstein!) sont
appelées solutions de Friedmann-Lemaitre. Pour les décrire, on introduit généralement le
parameétre de Hubble

H(t) =1 (7.101)
a
et le parametre de décélération
aa
q(t) = 1 (7.102)

H(t) ala dimension de I'inverse d'un temps, alors que ¢(t) est sans dimension. On introduit
également le parameétre de densité

t) = ij}f—ég? (7.103)
et
QOa(t) == 32(1:)2 . (7.104)

Q(t) et Q4 (t) sont deux parameétres sans dimension, en terme desquels la premiére équation
de Friedmann [Eq. (7.95)] se réécrit comme
Ak
H?a?

—Q+0)—1. (7.105)

On en déduit que la courbure des sections spatiales ¥; est donnée par la position de €242,
relativement a 1 [cf. (7.81)] :

Q4+ <1l — S, ~H (7.106)
Q4+ Oy =1 <= 3, ~R?euclidien (7.107)
QA+ >1 = %, ~§. (7.108)

Le modéle d'univers correspondant a (7.106) (resp. (7.108)) est qualifié d’ouvert (resp.
fermé). Le cas (7.107) est appelé plat. Notons d’emblée que la platitude en question est
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celle des sections spatiales 3J; et non de I'espace-temps (&, g) dans son ensemble : pour la
topologie R3, ce dernier n’est plat (tenseur de Riemann identiquement nul) que s’il s’agit
de I'espace-temps de Minkowski.

Examinons a présent quelques solutions de Friedmann-Lemaitre particuliérement sim-
ples.
Univers d’Einstein

L’univers d’Einstein s’obtient en cherchant une solution statique des équations de
Friedmann :

a(t) = ao, p(t) = po, p(t) = po, (7.109)

ol ag, po et po sont trois constantes. Remarquons tout d’abord qu’avec a(t) = aop, la
métrique de Robertson-Walker (7.80) obéit bien a la définition d’une métrique statique
donnée au § 3.2.1. On a @ = 0 et a = 0, si bien que la seconde équation de Friedmann
[Eq. (7.96)] conduit &
= 4:2(} (po + 3%) . (7.110)
Cela montre qu’en dehors du vide (pg = 0 et py = 0) une solution statique ne peut exister
qu’avec une constante cosmologique non nulle (et méme strictement positive pour de la
matiére non-exotique, c’est-a-dire satisfaisant a py + 3po/c? > 0).

En reportant (7.110) dans la premiére équation de Friedmann [Eq. (7.95)] avec @ = 0,
il vient

A

k_47rG( p0>.

— = — — 7.111

Si la matiére qui emplit I'espace-temps satisfait a la condition d’énergie faible stricte (cf.
§ 4.4.2), alors py + po/c? > 0 et 'équation ci-dessus implique & > 0. Etant données les
trois valeurs possibles de k [cf. (7.81)], on a donc nécessairement k& = 1. Autrement dit les
sections spatiales de 1'univers d’Einstein sont compactes et la topologie de & est R x S3.
L’'Eq. (7.111) fournit le facteur d’échelle en fonction du contenu en matiére :

2
2 C

%o = 4G (po + po/c?)’

(7.112)

Espace-temps de de Sitter
Cherchons une solution vide de matiere : p = 0 et p = 0, avec des sections spatiales
plates : k& = 0, mais avec une constante cosmologique non nulle : A # 0 (le cas A = 0
conduirait a I'espace-temps de Minkowski). Sous ces hypothéses, I’équation de Friedmann
(7.95) se réduit a
a\’ A
o=

Cela implique A > 0. Comme de plus A est constante, la solution est immédiate :

A
a(t) = age™, avec Hy := C\/;. (7.113)
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En reportant dans (7.80) avec k = 0, il vient
Gapdz®da’ = —2dt* + af " [dr® + r*(d6® + sin® 0 dp?)] . (7.114)

On reconnait la métrique de I'espace-temps de de Sitter donnée par (7.54), pourvu que
'on effectue le changement de notation t — ct et r — aor. Le paramétre noté b dans (7.54)
n’est autre que Hy/c. On le vérifie d’ailleurs aisément puisque (7.24) et (7.19) conduisent
ab=+/A/3, ce qui au vu de (7.113), donne bien b = Hy/c.

Comme on 'a remarqué au § 7.3.5, les coordonnées (t, 1,0, ), appelée coordonnées de
Lemaitre dans le cas présent, ne couvrent qu’une partie de 'espace-temps de de Sitter :
celle représentée en rouge sur la Fig. 7.5.

Espace-temps d’Einstein-de Sitter

L’espace-temps d’Einstein-de Sitter correspond & une solution sans pression (p = 0),
a constante cosmologique nulle (A = 0) et & sections spatiales plates (k = 0). L’hypothése
p = 0 correspond a w = 0 dans 'Eq. (7.100) ; cette derniére donne donc

3
(o
t) = — . 7.115
)= | o] (7.115)
En reportant cette valeur de p(t) dans I’équation de Friedmann (7.95) ou l'on fait £ =0
et A =0, il vient
8
ai? = — 5 Po as,

817G 1/2
all?g — ( 7300) 6Lg/z.

soit

Cette équation s’intégre aisément en

a(t) = ao (Ti())m , (7.116)

avec Ty := (67Gpg) ™/ et la constante d’intégration fixée un choix d’origine de la coordon-
née t. Puisque a(t) — 0 lorsque ¢t — 0, 'espace-temps d’Einstein-de Sitter est un modéle
avec big-bang, contrairement a l'univers d’Einstein et a ’espace-temps de de Sitter.

Autres solutions

Nous renvoyons leur discussion aux cours de cosmologie (cours de Simona Mei (TC1)
ou de Jim Bartlett (Thb), ainsi que les manuels [16, 15, &]).
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Relativité et GPS
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A.1 Introduction

Le systéme de positionnement GPS (Global Positioning System), son équivalent russe
GLONASS (GLObal NAvigation Satellite System ), ainsi que le projet européen GALILEO,
sont des applications technologiques (les seules?) de la relativité générale. Le niveau de
précision de positionnement requis (~ 1 m a la surface du globe) est en effet tel que la prise
en compte des effets relativistes dans le champ gravitationnel de la Terre est indispensable.
Nous présentons ici un traitement simplifié du systéme GPS, qui met I'accent sur les effets
relativistes. On pourra également consulter le livre récent de P. Spagnou [12] pour une
discussion du GPS dans le cadre d’une introduction a la relativité.

A.2 Principe du systéme GPS et nécessité d’une de-
scription relativiste

Le systéme GPS est basé¢ sur une constellation de 24 satellites (appelés NAVSTAR)
répartis sur 6 orbites circulaires de période 12 h (ce qui correspond a un rayon rg =
26561 km = 4.16 Ry, ou Ry désigne le rayon de la Terre : Rg = 6378 km) (cf. Fig. A.1).
Chaque satellite transporte une horloge atomique au césium et il émet un signal radio
qui comprend la « date » d’émission et ses trois coordonnées spatiales (déduites des
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FIGURE A.1 — Configuration du systéme GPS : les 24 satellites sont répartis 4 par 4 sur
6 orbites circulaires de rayon r = 26561 km = 4.16 Rq (période orbitale ' = 12 h) et in-
clinées chacune de 55 degrés par rapport au plan équatorial [source : Peter H. Dana, The
Geographer’s Craft Project, Department of Geography, The University of Colorado at Boulder,
http://www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_£ .html].

éphémeérides liées a son orbite). Un observateur sur Terre qui regoit les signaux d’au
moins quatre satellites peut alors déduire sa position. Par exemple, si I'espace était plat,
I'observateur qui recevrait au méme instant les signaux de quatre satellites déduirait sa
position 7 en résolvant le systéme de 4 équations :

[Pl et —t) =0, i€ {1.2.3.4). A

ou (t;,7;) est la date et position d’émission encodées dans le signal du satellite no. i. Les 4
inconnues sont les 3 composantes du vecteur position 7 et la date ¢ de réception simultanée
des quatre signaux. Si I'observateur était muni d’une horloge atomique synchronisée avec
celles des satellites, elle fournirait ¢ et 3 satellites seraient alors suffisants pour déterminer
T

Pour avoir une précision de 'ordre du métre sur 7, il faut une précision sur les dates
t; de I'ordre de

1
5t~ 2 3% 107 s =3 ns. (A.2)
C

La stabilité des horloges atomiques au césium est telle que §t/t < 10713, c’est-a-dire que
I'on atteint 0t = 3 ns en ¢ ~ 10 h environ. Il suffit alors de régler I’horloge quelques fois
par jour, grace a des signaux envoyés depuis le sol, pour atteindre la précision requise.
Par contre, deux effets relativistes conduisent & un ¢/t bien supérieur a celui intrinséque
aux horloges atomiques :
e la dilatation des temps : les satellites sont en mouvement par rapport a 1’ob-
servateur; Mg = 5.97 x 10*! kg étant la masse de la Terre, leur vitesse orbitale
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est
GM,
v= ® ~387kms! (A.3)
rsat

ce qui donne v/c ~ 1.3 x 1075 et un facteur de Lorentz I' = 1 + 8.3 x 107!, En
vertu de la formule (2.98), il en résulte

ot

- = -1~83x107, (A.4)
ce qui est trois ordres de grandeur plus grand que les défauts de stabilité des horloges
atomiques : si aucune correction n’est appliquée, on atteint 6t = 3 ns en une demi-

minute!

Remarque : La dilatation des temps mentionnée ci-dessus constitue [’effet Doppler
du second ordre, ou effet Doppler transverse. L’effet Doppler du premier ordre,
env/c, avec d’apres (A.3), v/c ~ 1.3x107°, n'affecte que la fréquence du signal
et non pas le contenu du message délivré (date et position de l’émetteur).

e ’effet Einstein : les satellites sont environ quatre fois plus élevés dans le potentiel
gravitationnel de la Terre que les observateurs au sol. Les temps propres issus de
leurs horloges, une fois transmis vers le sol, sont alors décalés par rapport a des
horloges au sol, en vertu de l'effet Einstein étudié au § 3.4.3. Ce décalage est donné
par la formule (3.77) :

_

ot GMg (1 1
t c?

~ ~10

R TSM) ~53x 107", (A.5)
Cet effet est donc encore plus marqué que le précédent : si aucune correction n’est
appliquée, on atteint 6t = 3 ns en 6 secondes! En un jour, la dérive temporelle
atteindrait 6t = 46 us, ce qui correspondrait & une erreur de positionnement de
14 km et rendrait le systéme GPS inopérant.

La discussion ci-dessus montre qu’il est nécessaire de traiter le systéme GPS dans un
cadre relativiste. C’est ce que nous allons esquisser dans ce qui suit.

A.3 Traitement relativiste

A.3.1 Systéme de référence céleste géocentrique (GCRS)

Nous avons vu au § 4.5.2 qu’au voisinage des corps faiblement relativistes, comme la
Terre, la métrique g solution de 1’équation d’Einstein est telle qu’il existe un systéme de
coordonnées =% = (ct,r, 0, p) ou ses composantes s’écrivent [cf. Eq. (4.143)]

o P
Gapdrda® = — (1 + 2;) dt* + (1 - 20_2) (dr* +r?d6* + r*sin® 0dp?) |, (A.6)

® désignant le potentiel gravitationnel newtonien au voisinage de la Terre. La convention
de signe sur ® est choisie de maniére & ce que le champ gravitationnel newtonien soit
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donné par g = —V®. Sans perte de généralité, on choisit les coordonnées = = (ct, r, 0, )
de maniére & ce que 7 = 0 soit le centre de la Terre. Par ailleurs, les coordonnées (z*) sont
non tournantes : a la limite ® = 0, elles correspondent & un repére inertiel. Autrement
dit, par rapport aux coordonnées (z®), la Terre tourne autour de 'axe § = 0 a la vitesse
angulaire dy/dt = Qg, avec

Qe = 27 rad / 23 h 56 min = 7.29 x 107° rad s~ *. (A7)

Les coordonnées (ct, r, 0, ) constituent ce que 1'on appelle le systéme de référence céleste
géocentrique (GCRS) (pour Geocentric Celestial Reference System). Ce dernier a été défini

par une résolution de la 24éme assemblée générale de ’'Union Astronomique Internationale
qui s’est tenue en 2000 (cf. Soffel et al. 2003 [68] et Petit & Wolf 2005 [63]). En fait (A.6)
n’est autre qu'un développement tronqué a l'ordre 1/¢? de I'élément de longueur donné a
lordre 1/¢* pour goo, 1/¢® pour go; et 1/¢* pour g;; (4,7 € {1,2,3}) par la résolution de

I'UAI [68]. La coordonnée ¢t du systéme (z®) est appelée temps-coordonnée géocentrique
(TCG).
Le potentiel gravitationnel ® au voisinage de la Terre est
O = (I)éB + (I)G) + CI)amtresv (AS)

ol Pg est le potentiel du champ gravitationnel engendré par la Terre, @, celui engendré
par le Soleil et @, celui dit a tous les autres corps du systéme solaire. Au voisinage de
la Terre, en notant d = 1.5 x 10" m la distance Terre-Soleil,

|| _GMg

&~ ag, "0 (A.9)
|CI)®| GM@ -8

2 Yy x0T (A.10)
|(I)autres| < |CI)69| (All)

Ainsi |®| est 14 fois plus grand que |®4|. Cependant, c’est la différence des valeurs de ®
en deux points qui donne 'effet Einstein [cf. Eq. (3.65)]. Or le gradient de ®¢ au voisinage
de la Terre est beaucoup plus important que celui de ®, : I’échelle de variation de @ est

60s] GMo  GM, GM. Rs

~ — ~5x107" (A.12)
2 2 2 2
¢ c2d  A(d+ Ra) c2d  _d
~5%x10—5
alors que celle de variation de ®g4 est
0P )
|C—;‘9| ~ ‘6—5“ ~ 7 x 10710, (A.13)

En conséquence, on peut considérer &, comme une simple constante additive dans le
potentiel . En renormalisant la valeur de ce dernier a l'infini, on peut alors écrire

G My N GQqPs(cos0)

3

=0y =— , (A.14)

ou l'on a tronqué le potentiel gravitationnel de la Terre aux deux premiers termes de son
développement multipolaire! : le monopole My, et le quadrupole Qg (issu de I'aplatisse-

1. P, est le deuxiéme polynome de Legendre : Py(cos ) = (3cos? 8 —1)/2
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ment de la Terre) ;

Qo = JoMgRZ, Jo = 1.08 x 1073, (A.15)
Il faut tenir compte du terme quadrupolaire car au niveau de la surface de la Terre
GQq GMg 13
= J ~7x10 A.16
R¥ 2 2 Rg . ’ ( )

ce qui, en terme de 0t/t, est légérement supérieur au niveau de stabilité des horloges
atomiques. Par contre, les termes suivants du développement multipolaire de ®4 ne sont
pas nécessaires pour le niveau de précision requis par le GPS.

Remarque : Sil’on tronque le potentiel ®q au niveau monopolaire seulement, la métrique
telle que donnée par (A.6) n’est alors pas autre chose qu’un développement limité
au premier ordre en GMeg/(c*r) de la métrique de Schwarzschild correspondant a la
masse Mg (cf. Uexpression (3.18) de cette derniére en coordonnées isotropes).

A.3.2 Temps terrestre et temps atomique international

Dans le systéme de référence céleste géocentrique (ct, 7, 0, ¢), I’équation du mouvement
d’un observateur fixe a la surface de la Terre, a la colatitude 6y, est

r=To, 0= 90a ¥ = ®o + Q@t7 (A17>

avec (g donné par (A.7). Le temps propre 1" de cet observateur est appelé temps terrestre

(TT). 1l vérifie
1
dT = =/ —gapdxedz?, (A.18)
c

soit avec la forme (A.6) de g.p et les dz® correspondant a (A.17) : dr = 0, df = 0 et
ng = Q@dt,

i) 1 P .
dl' = \/<1 + 2;) dt? — = (1 — 2;) rg sin? Oy (Qedt)?. (A.19)
Numériquement, ®/c? ~ 7 x 10710 et 79Qq/c ~ 1.5 x 107%, si bien que 'on peut écrire

1 1
dT ~ [1 + = (<I> — 5(9@7"0 sin 90)2)} dt. (A.20)

Remarquons qu’au niveau newtonien, —1/2 (Qgrosinfy)? n’est pas autre chose que le
potentiel centrifuge dans le référentiel tournant avec la Terre. Or la surface de la Terre
est une équipotentielle de

U(r,0,¢) :=®(r,0,p) — %(Q@r sin 6)%. (A.21)

Cette équipotentielle est appelée géoide. Ainsi, & la surface de la Terre, on peut écrire
(A.20) sous la forme

T = (1 + %0) dt, (A.22)
C
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ou la constante Uy est celle définissant le géoide : Uy = U (rg, 6y, ¢o). En prenant 6y = 7/2
(équateur), rg = Rg (rayon équatorial de la Terre), on obtient *

Uo

— = —6:969 10719 (A.23)

Puisque Uy est une constante, (A.22) s’intégre immédiatement en

T = (1+%9)t+T0, (A.24)
C

ou Tp est une constante. La formule (A.24) montre que le temps terrestre 7" et le temps-
coordonnée géocentrique t ne différent que d’un facteur constant, indépendant de la po-
sition sur le globe.

Puisque le temps terrestre est le temps propre des observateurs fixes a la surface de la
Terre, il s’agit d'une quantité mesurable. On appelle alors temps atomique international
(TAI) la mesure du temps terrestre qui combine les données de plusieurs centaines d’hor-
loges atomiques réparties a la surface du globe. Le TAT est donc essentiellement la méme
chose que le TT. Ce serait méme exactement la méme chose si les horloges atomiques
utilisées étaient infiniment précises. On dit que TAI est une réalisation de TT. Il ne s’agit
pas de la réalisation la meilleure car le TAI est évalué en « temps-réel » chaque mois et
n’est pas corrigé a posteriori. Il existe d’autres réalisations de T'T, comme celle effectuée
par le Bureau International des Poids et Mesures (BIPM), qui tiennent compte des erreurs
découvertes dans les données des horloges atomiques apreés leur utilisation pour TAI

A.3.3 Le GPS comme systéme de détermination des coordonnées
GCRS

Relation entre le temps propre d’un satellite et le temps-coordonnée géocen-
trique

L’équation du mouvement d'un satellite GPS par rapport aux coordonnées GCRS
(ct,r,0,¢) est donnée par

r= Ts(t)7 0= ‘9s<t>7 Y = Qos(t)' (A25)

On suppose connues avec suffisamment de précision les fonctions 74(t), 0(t) et pg(t)
(éphémeérides du satellites). En premiére approximation, les orbites sont circulaires, si
bien que 74(t) = const = 4.16 Rg.

Considérons 'hypersurface ; définie par ¢ = const. En tant que variété, >; est iden-
tique (homéomorphe) a R?. D’aprés (A.6), la métrique induite par g dans ¥; est confor-
mément plate, ¢’est-a-dire qu’elle s’écrit g;; da'da? avec g;; = U f;; ou f;; est la métrique

2. En fait, suivant une résolution adoptée lors de la la 24éme assemblée générale de 1'Union As-
tronomique Internationale en 2000 (cf. Soffel et al. 2003 [68]), Uy est défini comme la constante
Up = —6.969290134 x 10~19¢2. Cette convention permet de s’affranchir des incertitudes quant a la déter-
mination du géoide.
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plate a trois dimensions (métrique euclidienne) :
fide'de? = dr® 4+ r?df* + r?sin® 0dy? = da* + dy? + dz? A.26
J

et le facteur conforme vaut ¥* = 1 — 2®/c2. Dans 'hypersurface ¥; ~ R3, considérons le
« vecteur position »

F:r5T2x5x+y5y+z5Z. (A.27)
On définit la vitesse-coordonnée du satellite comme
A7 L .
G = d—’; = 7y(t) B, + 0,(t) By + $4(t) B, (A.28)

L’horloge a bord du satellite fournit le temps propre 7, qui est tel que

1
dr = —1\/—gapdz®dz?
c
1 o o o
— —\/(1 —|—2—2) C2dt2 — (]_ —2—2) fij dIZd$]
c c c
o 1 o dxt dad
— 142~ (1-2=) £ 2
\/ * c? 02( CQ)f] dt dt

o 1, |
= \/1—1-26—2—;'0"0 dt (A.29)

Puisque ®/c? ~ 10710 et v - ¥/c* ~ 1071% [cf. (A.3)], on peut sans probléme effectuer un
développement limité de la racine carrée et écrire

P v?
dt = (1 -5+ @> dr|. (A.30)
avec
v’ =17 T (A.31)

Notons qu’a ce niveau de précision, on peut prendre le produit scalaire ¥ - ¥ tout aussi
bien avec la métrique g qu’avec la métrique plate f.

Ainsi le temps-coordonnée géocentrique t; au niveau du satellite no. i est déduit de la
lecture 7; de I'horloge atomique embarquée par

Y O(rg, b5, 05) v

ou le potentiel ®(r,0,p) est donné par (A.14). Cette formule combine les deux effets
mentionnés au § A.2 : Peffet Einstein (terme en ®/c?) et la dilatation des temps de la
relativité restreinte (terme en 1/2 v?/c?).

Puisque les orbites des satellites GPS sont a peu prés circulaires, écrivons ® et v?
comme leurs valeurs pour des orbites circulaires (de rayon 74, = 4.16 Rg) plus un petit
écart :

 GMs

T'sat

b —

+ 0P avec |[0®| < [P, (A.33)
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v? = CiM@ +ov*  avec |6v?] < |7 (A.34)
Il vient alors o S:; 560, 1 .
2 + 22 2, + = (MD + 5(5@2) (A.35)
o 3GMe 9 504 % 10710, (A.36)
2 CPra

L’Eq. (A.32) donne alors

3G M, 1 [ 1,
= (1+2 = O+ —6v?) dr| A.
’ <+2c2rsat)n+c2/0 (5 +25”> ! (4.37)

Le terme en §®+1/2§v? contient par exemple les corrections & apporter pour tenir compte
de l'excentricité des orbites (cf. Ashby 2003 [37] pour plus de détails).

Propagation du signal radio

Considérons a présent la propagation du signal radio depuis le satellite jusqu’a 1'ob-
servateur au sol. Cette propagation se fait le long d’une géodésique lumiére, qui vérifie
Japdr®dz® = 0, c’est-a-dire

LARERE: @ igd
d’ott (au premier ordre en ®/c?)
@ —
cdt =+ (1 — 2;) ||ldr]|, (A.39)

dr étant I'accroissement élémentaire du vecteur position (A.27) et la norme étant prise a
'aide de la métrique plate f : ||d7|| = +/ fij dz*dz?. Au niveau d’approximation présent, @
peut étre remplacé par le terme monopolaire —G Mg /r. L’équation (A.39) s’intégre alors
en (cf. Blanchet et al. 2001 [13] pour les détails)

t*_tZ:_H,FZ_’F*H_‘_ @ln LT +H7—‘» I’:»H 3
c 3 ri+ e — |7 — 7|

(A.40)

ou (t;,7;) sont les coordonnées GCRS du satellite no. i et (., ) les coordonnées GCRS
de l'observateur au sol. Le terme en logarithme dans I’équation ci-dessus traduit 1’effet
Shapiro (ou retard de la lumiére) (cf. § 3.6.5). Son amplitude est de 'ordre de

2G M,

~3x 107 s, (A.41)
C

ce qui est cent fois plus petit que les 3 ns spécifiés pour le GPS [Eq. (A.2)]. On peut donc
écrire (A.40) sous la forme

1
t,—t; = |7 — 7| | (A.42)
C

Il s’agit de la méme expression qu’en espace plat [Eq. (A.1)].
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Le probléme de la détermination de la position (t,, 7.) de I'observateur au sol se raméne
a la résolution du systéme (A.42) ou i € {1,2, 3,4}, t; se déduit du temps propre 7; fourni
par I'horloge atomique du satellite no. ¢ suivant I’équation (A.32) ou (A.37) et 7; = 7i(t;)
provient des éphémeérides du satellite.

A.3.4 Mise en ceuvre effective du systéme GPS

La coordonnée temporelle utilisée par le systéme GPS n’est pas le temps-coordonnée
géocentrique t employé ci-dessus, mais le temps universel coordonné maintenu par I'U.S.
Naval Observatory : UTC(USNO). Ce dernier est une réalisation du temps terrestre 7'
introduit au § A.3.2 : il n’en différe que par une constante additive et évidemment par I'im-
précision des horloges atomiques de I’U.S. Naval Observatory. Nous confondrons ici 7" et le
temps UTC(USNO). T est relié au temps-coordonnée géocentrique t par 'Eq. (A.24). On
déduit alors de (A.37) la relation entre le temps propre 7; indiqué par I’horloge atomique
a bord du satellite no. i et le temps terrestre correspondant T; :

Uy 3G Mg 1 /” 1.,
T=(1+22 142 = 5 + =602 ) dr, A.43
(+C2)X{(+2627’83t>7—+020 —|—2U T ( )
c’est-a-dire, compte tenu de la petitesse de Upy/c?,
Uy 3GMg I 1.,
Ti=(1+—+-— |7+ 0P + =6 dr. A4
(+02+2027”sat)7+02/0 ( +2U T ( )
Le terme en facteur de 7; est constant. D’aprés (A.23) et (A.36), il vaut
M
4 Do 36Me s 1070 (A.45)

2 2
La fréquence propre des horloges atomiques au césium embarquées & bord des satellites
GPS est 1y = 10.23 MHz. Cette fréquence est corrigée par le facteur ci-dessus avant
I’émission du signal radio vers la Terre. Ce dernier est en effet émis sur deux fréquences
porteuses :

vy =154y~ 1.57 GHz et w1y = 1201, ~ 1.23 GHz, (A.46)
ou
Vo = (1 —4.465 x 107"°) 1. (A.47)
En terme du temps terrestre 7', le systéme a résoudre se déduit de (A.42) et (A.24) :
Up\ 1
T.—T,= |14+ — ) |7 — 7| A48
(1+5%) 217 -7 (A18)

Comme ||7; — 7.|||Us|/c* ~ 3Rs|Us|/c* ~ 1 cm est bien plus petit que le niveau de
précision requis (1 m), on peut écrire

1
T, — T, ~ — |7 — 7. (A.49)
C

C’est le systéme d’équations utilisé dans I'implantation actuelle du systéme GPS.



212 Relativité et GPS




Annexe B

Problémes

version 2013-2014

Sommaire
B.1 Décalage spectral au voisinage de la Terre . ... . ... ... 213
B.2 Equationde Killing . . . . . . .o v v vttt i it 216
B.3 Troudever .. . ... ... . ittt eeeeneneea. 217
B.4 Observateur accéléré et horizon de Rindler . . . . ... .. .. 218
B.5 Expérience de Hafele & Keating . . ... ... ......... 222
B.6 Quadriaccélération et dérivée de Fermi-Walker . . . . .. . .. 224
B.7 Modéle d’étoile incompressible . . .. ... ......... .. 225
B.8 Vitesse duson relativiste . . . . ... ... .. 0000000, 227
B.9 Photon émis parune étoile . . . . . . ... ... o000 229
B.10 Pression de radiation et effet Poynting-Robertson . . . . . . . 230
B.11 Coordonnées de Painlevé-Gullstrand sur 1’espace-temps de
Schwarzschild . . . . ... ... ... . 00 0oL 233
B.12 Taille apparente des étoiles compactes et des trous noirs . . . 235
B.13 Tenseur de Killing et constante de Carter . . . . ... ... .. 237
B.14 Gravité de surface d’un trounoir . . . . . . . ... ..o 239
B.15 Déviation géodésique . . . . . . . .. o o0 n e e 243

Ces problémes ont été donnés comme sujets d’examen en 2006 (problémes B.1, B.2
et B.3), 2007 (probléme B.4), 2008 (problémes B.5 et B.6), 2009 (problémes B.7 et B.8),
2010 (problémes B.9 et B.10), 2011 (probléme B.11), 2012 (problémes B.12 et B.13), 2013
(probléme B.14) et 2014 (probléme B.15). Les solutions sont présentées dans 'annexe C.

B.1 Décalage spectral au voisinage de la Terre

On admettra qu'il existe un systéme de coordonnées de type sphérique z® = (ct, 1,0, ¢)
tel que (i) r = 0 soit le centre de la Terre, (ii) par rapport a ces coordonnées, la Terre
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tourne autour de I'axe # = 0 a la vitesse angulaire dp/dt = Qg = 27 rad/23 h 56 min et
(iii) les composantes du tenseur métrique g dans ce systéme de coordonnées prennent la
forme suivante :

) o

Gopdr®dr’ = — {1 + 2#} Adt? + {1 - 2@} (dr* 4+ r?d6* + r*sin*0dy?),  (B.1)
c c

ou ®(r) désigne le potentiel gravitationnel newtonien de la Terre, le champ gravitationnel

newtonien étant donné par § = —V®. On supposera la Terre sphérique et on désignera

par M sa masse et par Rg son rayon.

1 Montrer que pour r > Ry, (B.1) constitue un cas limite de la métrique de Schwarzschild
[on pourra utiliser 'expression de cette derniére en coordonnées isotropes|. Quel est ’or-

dre de grandeur de ®(r)/c? pour r voisin de Rg ? On donne G = 6.67 x 10~ m®kg ™' s72,

c=30x10*ms !, M =6.0 x 10** kg et Re, = 6.4 x 10° m.

2 Quelles sont les symétries de l'espace-temps décrit par la métrique (B.1)?

3  On appelle observateurs statiques les observateurs § de coordonnées r, 6 et ¢ con-
stantes. Ces observateurs se réduisent & des observateurs galiléens a la limite newtonienne.
En particulier, ils ne tournent pas avec la Terre. Montrer qu’au premier ordre en |®|/c?,
la 4-vitesse des observateurs statiques est de la forme

- e\ 5

ol 8y est le premier vecteur de la base naturelle associée aux coordonnées (z° = ct, r, 0, ¢) :
80 = C_lat.

4  Considérons un observateur @ en mouvement quelconque (r, 6 et ¢ variables) au
voisinage de la Terre (dans les applications ultérieures, ce sera tout aussi bien un obser-
vateur & bord d’une fusée ou d’un satellite, qu'un observateur au sol). Appelons u sa
4-vitesse et introduisons le facteur de Lorentz I' entre O et 'observateur statique coin-
cident (c’est-a-dire I'observateur S se trouvant au méme point d’espace-temps que O).
Quelle est la relation entre I' et les 4-vitesses u et u, 7 Montrer qu’au premier ordre en

|®]/c?, la composante u® de @ vaut
)
uw =T (1 - —> . (B.3)

c2

5  On définit la 3-vitesse de O par rapport a I'observateur statique S par

dr = df 5 dp =
Uv:=—0,+—0y+—0,, B.4
dr, dr, o dr, 7 (B-4)
ou 7, est le temps propre de S. Dire pourquoi ¥ est un vecteur orthogonal & 4, et montrer
que 'on a

1
=" (ﬁ + -a) . (B.5)

C
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[Indication : on pourra écrire dr/dr. = dr/dr x dt/dr., (idem pour df/dr, et dy/dr,) ol
7 est le temps propre de O, puis d7/d7r, = dr/dt x dt/dr, et utiliser (B.2) et (B.3)]. En

déduire que
1 —1/2

c

ot le produit scalaire v - U est celui donné par le tenseur métrique g. Commenter.

6  On considére & présent un photon, décrit par sa 4-impulsion p. Montrer que 1’énergie
du photon mesurée par un observateur statique S coincident est

E=cK (1 - 9) , (B.7)

2
ol I'on a posé

- )
K:=-08y p=— (1 + 2§> . (B.8)

7  On rappelle que 'impulsion du photon mesuré par I’'observateur statique S est donnée

par
- E

P=p— —u,. (B.9)
c

On pose P= Pq avec P>0ct -7 =1 (vecteur unitaire par rapport a la métrique

g). Que peut on dire du vecteur 7 vis-a-vis du vecteur 4, ? Montrer que

P:K(l—g), (B.10)

c2

si bien que l'on peut écrire la 4-impulsion du photon sous la forme

)
ﬁ:K(l——2> (U, +n). (B.11)
c
8 Revenons a 'observateur mobile O considéré aux questions 1.4 et 1.5. En utilisant

(B.5) et (B.11), montrer que I’énergie du photon mesurée par O est

bt (1-2) (1-a.o). -
C C

9 On considére a présent deux observateurs mobiles : 'un, Oy, qui émet le photon,
au point A; de coordonnées (t1,71,01,¢1), et Vautre, Oy, qui le regoit au point A, de
coordonnées (ty, 79,02, p2). Que peut on dire de la quantité K le long de la trajectoire du
photon entre A; et Ay ? En déduire la relation entre la fréquence v, du photon mesurée
par le récepteur O, et la fréquence vy mesurée par I’émetteur @;. On notera &, I'y, v;
et 1, (resp. Py, [y, Us et 7i3) les valeurs de @, ', U et 71 en Ay (resp. Ay). On rappelle
que la fréquence d'un photon est reliée a son énergie par la relation £ = hv, ou h est la
constante de Planck.
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10 Effectuer les limites suivantes :
a) 171:06t172:0,
b) @1:@2:0613’62:0,
¢) méme chose que b) mais avec en plus U; = v174,
et commenter.
11  Montrer qu’'un développement limité de la formule obtenue & la question 1.9, au
premier ordre en |®|/c? et au second ordre en |;|/c et |¥s|/c, conduit a

v 1. . . 1 1 S b a5 o
V—zg 1—|—En-(v1—v2)+c—2 @1—<I)2+§(v§—vf)+(n-v1)2—(n-vl)(n-'UQ) )
1
(B.13)
avec v := U - Uy et v3 := U, - V. Noter qu’a cet ordre d’approximation, on a fait

. = 7Ty = 71 et que 'on peut remplacer tous les produits scalaires qui apparaissent dans
(B.13) par des produits scalaires dans I'espace euclidien R? usuel. Donner une estimation
numérique de chacun des termes du membre de droite de (B.13) dans le cas ot I’émetteur
O, est un satellite en orbite circulaire de rayon ry = 4 Rg et ol le récepteur Oy est une
station au sol, située a 'équateur : ry = Ry, Uy = Q@(‘ip. On supposera que l'orientation
station-satellite est telle que 7 - U7 ~ vy /2 et 7 - Uy ~ v, /2.

B.2 Equation de Killing

Soit (&, g) un espace-temps qui admet un vecteur de Killing E On désigne par £ la
forme linéaire associée a 5 par le tenseur métrique g :
: Tp(&) — R
£ Tel ) oo (B.14)
i g9 =€-4.

1 Etant donné un systéme de coordonnées () sur &, on désigne par (£%) les com-
posantes de & dans la base naturelle associée a () et par (§,) les composantes de § dans
la base duale. Montrer que

ga = gaﬁ§67 (B15)
Ol gup sont les composantes de g par rapport aux coordonnées (z%).

2 On considére une géodésique .Z de (&, g), du genre temps. On désigne par 7 le temps
propre le long de .Z et par u la 4-vitesse associée a .Z. Justifier I’expression

1 d
Vo (Epu’) = = —(&u?), B.16
uVa(su") = - - (Esu”) (B.16)
ou V désigne la connexion associée a la métrique g.

3 Que vaut le membre de droite de (B.16) ? Montrer qu’on obtient alors

Vaoésu*u’ = 0. (B.17)

4  En déduire que
Vaép + Vgéa = 0. (B.18)

Cette équation, qui caractérise les vecteurs de Killing, est appelée équation de Killing.
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On considére un espace-temps (&, g) couvert par un systéme de coordonnées (z%) =
(ct,r,0,p) tel que

Jopdrda’ = —2dt* + dr* + (b* + r?)(d6? + sin® 0dp?), (B.19)

ou b est une constante strictement positive. Contrairement aux coordonnées sphériques
usuelles, le systéme de coordonnées (%) est tel que r peut prendre des valeurs négatives.
Autrement dit, les domaines de variation de chaque coordonnée sont

teR, reR, 6#el0,7], ¢el0,2n] (B.20)
(&,g) est un exemple simple d’espace-temps dit de trou de ver proposé par Morris &
Thorne en 1988 [61].
1 Quelles sont les symétries de cet espace-temps ?
2 Comment se comporte la métrique g lorsque r — +o00 ou r = —o0 ?

3 Dans le plan t = const. et § = 7/2, quelle est la circonférence des cercles r = const. ?
Pour quelle valeur de r cette circonférence est-elle minimale ?

4  Déterminer I'équation des géodésiques lumiére radiales, c’est-a-dire des géodésiques
lumiére a 0 et @ fixés. L’espace-temps (&', g) contient-il un horizon des événements ?

5 Les symboles de Christoffel de la métrique g par rapport aux coordonnées (z*) sont

" gy = —, ", =-r sin® ¢ (B.21)
r .
I’ ,=r%, = Rt I, =—cosfsinf (B.22)
r 1
F¢T¢ - F‘pgm" - b2—|——7’2’ F‘pacp - Fwwg - tane. (B23>

Tous les autres symboles de Christoffel sont nuls. Ecrire I’équation qui gouverne les
géodésiques du genre temps purement radiales, c’est-a-dire les géodésiques a 0 et ¢ fixés.
On utilisera le temps propre 7 comme parameétre.

6  Montrer que la solution générale de I’équation obtenue est
r(t) = V1 +ro, (B.24)

ou V et ry sont deux constantes. Exprimer les 4 composantes de la 4-vitesse u le long
de ces géodésiques en fonction de V. Quel temps propre faut-il pour se rendre d’un point
r = 7o au point r = —rq en suivant ces géodésiques ?

7 Montrer que les composantes diagonales du tenseur de Ricci R associé a g sont les
suivantes :

20°
ROO - O, Rrr == —m, Rgg - O, Rgogo == 0 (B25)
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8 En déduire que, pour que g soit solution de I’équation d’Einstein, ’espace-temps doit

contenir une matiére dont le tenseur énergie-impulsion vérifie
ct b?

T87G (12 + )2

TOO - (B26)

Quelle est la densité d’énergie mesurée par I'observateur statique de coordonnées (r, 0, )
constantes 7 Conclure.

B.4 Observateur accéléré et horizon de Rindler

B.4.1 Mouvement uniformément accéléré

On se place dans l'espace-temps de Minkowski (&£, g). Soit (z%) = (z° = ct,x,v, 2)
un systéme de coordonnées inertielles, c’est-a-dire un systéme de coordonnées ot les com-
posantes du tenseur métrique g prennent la forme standard

G dat dz¥ = —2dt* + da® + dy® + d2*. (B.27)
On désignera par (8,) la base naturelle associ¢e aux coordonnées (z) et on notera par
un point le produit scalaire relatif & la métrique g, c’est-a-dire que pour tout couple de
vecteurs (U, W), ¥ - W := g(v, w).
Considérons un observateur O dont la ligne d’univers £ est décrite par I’équation
paramétrique

% = X%(1), (B.28)
ol les X“ sont quatre fonctions du temps propre 7 de O.

1.1  Donner l'expression des composantes par rapport aux coordonnées (z®) de la
quadrivitesse 4 de l'observateur O, en fonction de X (7).

1.2  On définit la quadriaccélération de O comme le champ vectoriel le long de . donné
par
a:=Vgzu, (B.29)

ol V est la connexion associée a la métrique g. Montrer que @ est toujours orthogonal a
la quadrivitesse :
u-a=0. (B.30)

Quel est alors le genre du vecteur @ ?

1.3 Que valent les symboles de Christoffel de V par rapport aux coordonnées (z®)?
En déduire que les composantes de @ par rapport aux coordonnées (x®) sont

1du® 1 d?’X®
= = . (B.31)

c dr c? dr?

a® =

1.4  On suppose que le mouvement de l'observateur O est régi par les lois suivantes :
(i) pour t < 0, O est immobile par rapport aux coordonnées inertielles (z,y, z) et se situe
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a lorigine (0,0,0) de ces coordonnées; (ii) pour t > 0, O est accéléré dans la direction x
avec une quadriaccélération de norme constante :

a=a"8,+ a8, a” >0, (B.32)
a® :=d-da = const, a>0. (B.33)

On choisit 'origine des temps propres de O de maniére & ce que 7 = 0 pour ¢ = 0.

a) Que valent le temps propre et la quadrivitesse de O pour t < 0 (on explicitera les
composantes de u) ?

b) Quelle est la dimension de la constante a?

¢) Montrer que pour 7 > 0, les composantes u®(7) de la quadrivitesse de O obéissent au
systéme suivant :

w (1) =u*(r) =0 (B.34)
[W(r)]* = [ (7)) =1 (B.35)

_ (d_lff L (C;”T ) _ 2. (B.36)

1.5 Intégrer le systéme (B.35)-(B.36) pour obtenir u°(7) et u®(7). On rappelle que

/ \/flj:ﬁ = argsinh u et cosh® x — sinh® z = 1.

1.6 a) Déduire du résultat précédent que, pour 7 > 0, I'équation de la ligne d’univers
£ de O est

ct = X°(7) = a” ! sinh(acr) (B.37)
= X*(1) = a " [cosh(acT) — 1] (B.38)
y=XY(1)=0 (B.39)
z=X*(1)=0. (B.40)

On rappelle que sinh’ z = cosh x et cosh’ x = sinh .

b) Quel type de courbe obtient-on ? Ecrire I'équation de cette courbe en terme de ¢ et
seulement (c’est-a-dire sans le paramétre 7).

c) Dessiner 'intégralité de la ligne d'univers .Z (c¢’est-a-dire pour 7 < 0 et 7 > 0) dans un
diagramme d’espace-temps basé sur les coordonnées (¢, z). On notera A la droite d’équa-
tion ¢t = x + a1

1.7 Calculer la vitesse v = dx/dt de O par rapport a I'observateur inertiel lié aux
coordonnées (ct,x,y, z). L'exprimer en fonction de t. Discuter les cas limites 0 < t <
(ca)™t et t — +o0.

B.4.2 Décalage spectral et effet Einstein

On consideére & présent un photon émis en direction de O par un observateur inertiel
de quadrivitesse 0y au point (Ctem, Tem,0,0).
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2.1 En raisonnant sur le diagramme d’espace-temps construit plus haut, montrer que
le photon atteindra O si, et seulement si,

Clom < Tom +a L. (B.41)

En déduire I'existence d’'un « horizon » pour 'observateur O.

Si I'on ne se restreint plus aux trajectoires de photons contenues dans le plan (ct, x), on
admettra que I’horizon est constitué par 'hyperplan H d’équation ct = x + a~ !, de sorte
que l'intersection de H avec le plan (ct, x) est la droite A. H est appelé horizon de Rindler.

2.2 Dans tout ce qui suit, on suppose que —|Tem| < Clem < Tem + a~!. Dans quelle
partie de la ligne d’'univers de O est alors re¢u le photon ? Montrer que le temps propre
7 de réception du photon par O vaut

1
T=——1In[l+ a(Tem — Ctem)] Si Tem < a ! [ 1+ (actem)? — 1} (B.42)
ac

1
7= —In[l+ a(tem + cton)] S Tom >a" [ 1+ (acton)? — 1} (B.43)
ac

Que donne la limite a — 0 de ces expressions ?

2.3 Soit p le vecteur quadri-impulsion du photon. Montrer qu’au point d’émission

p= (50 + 595) , (B.44)

Ol Eepy, st I'énergie du photon mesurée par I’observateur inertiel de quadrivitesse 80 Que
peut-on dire des quantités 80 p et 8 - p le long de la trajectoire du photon? Dans le
cas présent, que peut-on dire du vecteur p lui-méme? En déduire I’énergie du photon
mesurée par O a la réception, £,.. On exprimera £, dans un premier temps en fonction
de 7, puis via (B.42) et (B.43) en fonction de tey, €t Zey. Que se passe-t-il lorsque le point
d’émission s’approche de H 7

2.4  On suppose désormais t.,, = 0. Montrer que la formule reliant les énergies du
photon & I’émission et & la réception devient

€rec = €em (1 + C'/xem) . (B45)

On se place au voisinage de ., dans le sens ol a|Ze,| < 1. Montrer que le décalage
spectral correspondant a (B.45) est

9Zem
C2

z o~ —

: (B.46)

ol 'on a posé g := c?a. Quelle est la dimension de g ? Comparer avec la formule donnant
le décalage spectral gravitationnel (effet Einstein). Commenter.
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B.4.3 Coordonnées de Rindler

3.1  On rappelle que 'espace local de repos de 1'observateur O est, en tout événement
O(7) de temps propre 7 le long de la ligne d’univers .2, I'hyperplan R, passant par O(7)
et orthogonal & (7). Montrer que ’équation de R, est

ct = tanh(act) (z +a™'). (B.47)

En déduire que cet hyperplan passe par le point A de coordonnées (ct, z,y, z) = (0, —a™1,0,0),

tout comme 'asymptote a .£. Dessiner R, sur le diagramme d’espace-temps construit au
1.6 pour quelques valeurs de 7.

3.2 Un repere mobile lié a I'observateur O correspond a une tétrade orthonormale (€q))
définie en tout point O(7) de £ comme suit : (i) €y = , (ii) €q) est un vecteur unitaire,
tangent a R, et au plan (¢,x) (rappelons que vecteur unitaire signifie €y - €y = 1), (iii)
€(2) est un vecteur unitaire, tangent & R, et orthogonal a €|y, ainsi qu’a €(y), (iv) €3 est
un vecteur unitaire, tangent a R, et orthogonal aux trois vecteurs précédents. Montrer
que le choix

€ny = e(ydo + efydu, €y >0, (B.48)
é(g) = By et 5(3) =0, (B.49)

correspond & une telle définition. Exprimer les composantes 6?1) et efy) du vecteur €y en
fonction de 7.

3.3 On définit dans la région de 'espace-temps qui n’est pas cachée de O par ’horizon
de Rindler H, un systéme de coordonnées (z'“) = (c7,&,y,2) de la maniére suivante : a
tout point M, on attribue la coordonnée z/° = ¢ ou 7 est tel que M € R,. On définit
ensuite les coordonnées (z'', 2%, 2/%) = (€, y, ) comme 'unique triplet vérifiant

O(T)M = £&)(7) +y e (r) + 2 Eu)(T). (B.50)

ou O(1) = R, N.Z. Les coordonnées (2'*) = (c1,&,y, z) sont appelées coordonnées de
Rindler. Pour M voisin de .Z, montrer que ces coordonnées sont celles mises en ceuvre
par l'observateur O a l'aide de mesures physiques. En décomposant le vecteur O(T)

sur la base naturelle (8,) liée aux coordonnées inertielles et en comparant avec (B.50) a
I'aide du résultat du 3.2, montrer que les formules de passage des coordonnées (z%) aux

coordonnées (z'“) sont

¢t — (¢+a)sinh(acr)

x i (€ +at)cosh(acr) — a™? (B.51)
y =y

z = Z.

Vérifier que ces formules sont compatibles avec I’équation de la ligne d’univers .Z telle
que donnée par (B.37)-(B.40).
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3.4  Que vaut la coordonnée £ sur I'horizon de Rindler H 7

3.5 Montrer que les composantes du tenseur métrique par rapport aux coordonnées de
Rindler sont données par

g da’ da’ = — (1 + a&)? Edr? 4 de? + dy? + d=*. (B.52)

3.6  Que peut-on dire du vecteur 8 _de la base naturelle associée aux coordonnées de
Rindler ? Exprimer 8. en fonction de 80, Bx, tetx.

3.7 Quelle est, en terme des coordonnées (cr, &), I'équation des géodésiques lumiére
confinées au plan (ct, x) 7 Dessiner 'allure de ces géodésiques dans un diagramme d’espace-
temps basé sur les coordonnées de Rindler (e7, ). Commenter.

3.8  Calculer les symboles de Christoffel I'? ; associés aux coordonnées (z'“).

3.9 Calculer le tenseur de Riemann & partir des symboles de Christoffel obtenus ci-
dessus. Conclure.

B.5 Expérience de Hafele & Keating

J.C. Hafele & R.E. Keating ont réalisé en 1971 [56, 57] une expérience qui a consisté a
embarquer quatre horloges atomiques au césium sur des avions de ligne pour un tour du
monde (avec escales) et & comparer au retour le temps mesuré par ces horloges avec des
horloges identiques restées au sol. Il s’agit donc d’une réalisation macroscopique du fameux
“probléme des jumeaux”. Nous nous proposons dans ce qui suit d’établir les prédictions
de la relativité générale quant aux vieillissements relatifs des horloges, en nous basant sur
une trajectoire simplifiée des avions.

1  On suppose qu’au voisinage de la Terre, le tenseur métrique g est donné par la
métrique de Schwarzschild, c’est-a-dire qu’il existe un systéme de coordonnées (z®) =
(ct,r,0,¢), appelées coordonnées de Schwarzschild, tel que

c2r c2r

2GM 2GM\ ™
Jop da® da’ = — (1 _ %6 ) dt* + (1 _ %6 ) dr*+1r* (d9? + sin® 0 dp*) , (B.53)

ot G =6.67x 107" m?kg 's72 ¢ =3x10° ms~ ! et M = 6.0 x 10** kg. Pouvez-vous le
justifier 7

2 Peut-on dire que les coordonnées (ct,r, 0, ¢) tournent avec la Terre ?

3  On considére un observateur O au voisinage de la Terre. Dans la suite, il s’agira
soit d’un observateur a bord d’un avion, soit d’un observateur resté au sol, a la base de

départ de I'avion. La ligne d’univers de O est décrite en fonction des coordonnées de
Schwarzschild par

r=r(t), 0=001), e=¢). (B.54)
On posera

. dr . df . dy

= 0= o pi=— (B.55)
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Exprimer les composantes u* de la 4-vitesse u de 'observateur O dans la base naturelle
(c _18t, BT, 39, BSO) associée aux coordonnées de Schwarzschild, en fonction de 7, 6, o et
u® ;= dt/dr, ou T est le temps propre de I'observateur. Calculer u'.

4  Montrer que si 'observateur n’est pas animé d’une vitesse relativiste (par rapport
aux coordonnées de Schwarzschild), une trés bonne approximation de u° est

GM
w~1+

1
=2, + 52 (r +r20% + r?sin® 0 gb2> : (B.56)

5 En déduire, sous la forme d’une intégrale par rapport a t, le temps propre A7 écoulé
pour 'observateur O entre deux événements de coordonnées temporelles ¢t = t; et t = t,.

6 Evaluer At en fonction de At := t, — t; lorsque I'observateur O est celui qui reste au
sol. On notera alors A7y, := A7. L’événement de coordonnée temporelle t; est le départ
de l'avion et celui de coordonnée temporelle ¢, son retour, aprés un tour du monde. On
désignera dans ce cas par R la valeur de r et par Q la valeur de . Numériquement
R = 6.4 x 10° m (rayon de la Terre) et Q = 27/T avec T = 23 h 56 min (période de
rotation de la Terre par rapport & un observateur asymptotiquement inertiel). Exprimer
le résultat en fonction de At, R, € et 6, colatitude de I'aéroport ou se trouve O.

7 Afin d’évaluer AT =: AT,ion pour I'observateur qui effectue le tour du monde en avion,
nous supposerons que (i) Iavion reste a la latitude de son point de départ (colatitude 6),
(ii) il vole & une altitude h constante, et (iii) sa vitesse par rapport au sol est V =V &,
(€, = (rsin 6)_154,) avec V' constant. De plus, nous négligerons les phases de décollage
et d’atterrissage, ainsi que les escales. Etant données les faibles vitesses mises en jeu, nous
supposerons également que la loi newtonienne d’addition des vitesses s’applique, de sorte
que

7SI 0 Payion = V + 17800 P01 = V + rsin, (B.57)

avec V' > 0 (resp. V' < 0) si 'avion va vers U'est (resp. 'ouest). Exprimer alors AT,yion €n
fonction de R, h, V, 0, Q2 et At.

8 Montrer que ’écart relatif des temps propres des deux observateurs est

ATavion - ATsol o GM h B
ATSOI B c? R(R+h> 22

[V? + 2V (R + h)Qsin € + h(2R + h)Q*sin* 6] .
(B.58)

Que vaut le rapport h/R par rapport a 17 En déduire une simplification de la formule
ci-dessus. Une simplification supplémentaire peut étre obtenue en comparant V RQ/c? et
(RQ)%/c* & GM/(c*R). Ecrire alors la formule finale. Commenter.

9  Application numérique : les deux vols autour du monde, I'un vers 'est, 'autre vers
I'ouest, ont été effectués en octobre 1971 sur des Boeing 707 et 747 de compagnies améri-
caines, a une latitude moyenne de 30°, une altitude moyenne h = 9 km et une vitesse
moyenne par rapport au sol |V| = 830 kmh™'. Calculer I'écart relatif entre A7,on et
AT, pour le vol vers l'est et pour celui vers I'ouest.
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10 Calculer 67 := ATavion — ATso pour chacun des deux vols. Les mesures effectuées par
Hafele & Keating et moyennées sur les quatre horloges embarquées, ont donné [57]

0Test = —H9 £ 10 ns et OTouest = 273 £ 7 ns. (B.59)

Les prédictions théoriques, intégrant les trajectoires et les vitesses réelles des avions (con-
trairement au calcul simplifié considéré ici), sont [50]

OorRG = —40 4+ 23 ns et oTR

est

= 275 + 21 ns, (B.60)

ouest

les barres d’erreur reflétant les incertitudes sur les paramétres de vol. Conclure.

B.6 Quadriaccélération et dérivée de Fermi-Walker

On considére un observateur O de ligne d’univers . dans un espace-temps (&, g).
On désigne par 4 la 4-vitesse de O et par 7 son temps propre. Soit (z%) un systéme de
coordonnées de & défini au voisinage de .Z. L’équation de £, paramétrée par le temps
propre, est alors donnée par quatre fonctions X® : R — R telles que, le long de .Z,

2 = X(r). (B.61)

1  Rappeler l'expression, en fonction de X“(7), des composantes u® de la 4-vitesse u
par rapport 4 la base naturelle (8,) associée aux coordonnées (z%).

2 Pour toute fonction scalaire f définie le long de £, c’est-a-dire toute fonction f :
% — R, on désignera par f n’importe quel champ scalaire deﬁm sur & qui comc1de avec
f sur .2, cest-a-dire n'importe quel champ f: & — R, (20,2, 22, 23) — f(a°, 2!, 22, 2%
qui vérifie

vreR,  f(X°(r), X} (1), X*(r), X*(r)) = f(7), (B.62)

ou f(7) désigne la valeur de f au point de .Z de temps propre 7. f étant un champ scalaire
sur &, on peut considérer son gradient V f. Exprimer les composantes V of de Vf par
rapport aux coordonnées (z%) en fonction des dérivées partielles de f En utilisant les
composantes de u® obtenues a la question 1, montrer que 1’on a la relation

1 df
cdr’

Vi =V, f - (B.63

3 On appelle 4-accélération de I'observateur O le vecteur suivant défini le long de .Z :

a:= Vﬂ ’L_l:, (B64)
ou V est la connexion associée a la métrique g. Montrer que @ est un vecteur orthogonal
a u. Que vaut a@ si .Z est une géodésique ?

4  Exprimer les composantes a® de @ dans la base naturelle (5a) en fonction des com-
posantes de u et des symboles de Christoffel I'* , de la métrique g.
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5 En utilisant les résultats des questions 1 et 2 (sans toutefois employer des notations
distinctes pour u® et u®), exprimer les composantes a* en terme des fonctions X*(7).
Comparer avec I’équation des géodésiques et conclure.

6  Pour tout champ vectoriel ¥ sur &, on appelle dérivée de Fermi-Walker de v le long
de &£ le vecteur défini en tout point de & par

DEVG :=Va ¥+ (4-v¥)a — (a-v)u. (B.65)

Montrer que DEV 4 = 0 et que si ¥ est orthogonal & @ (c’est-a-dire si ¥ est dans l'espace
local de repos de 'observateur Q), alors Dgwﬁ I'est également. La dérivée covariante V g ¥
a-t-elle cette propriété ?

7  Montrer que si v et @ sont deux champs vectoriels définis le long de £ tels que
DEWG = 0 et DEV = 0, alors le produit scalaire ¥ - W est constant le long de &

8  On définit 'opérateur vectoriel

La: To(&) — Tr(&)
(

3 G+ (4 - 7).

i (B.66)

L g est-il un opérateur linéaire? Constater que Lgz(¥) = 0 et que pour tout vecteur
U orthogonal & u, Lz(v¥) = ¢. En déduire que Lz est le projecteur orthogonal sur
I'hyperplan normal & 4 (espace local de repos de 'observateur Q). Exprimer la matrice
1% de Lz dans la base naturelle (5a) en fonction des composantes u® du vecteur u et
des composantes u, de la forme linéaire u associée a 4 par la métrique g.

9 Montrer que, pour tout champ vectoriel ¥ orthogonal & ,

DEVG = 14 (Vav). (B.67)

B.7 Modéle d’étoile incompressible

On se propose d’étudier un modéle trés simplifié d’étoile relativiste, a savoir une étoile
statique constituée d’un fluide parfait incompressible. La densité d’énergie totale pc? est
alors constante dans toute 1'étoile :

p = po = const. (B.68)

Bien entendu, la matiére qui constitue les étoiles réelles est compressible (notamment la
matiére nucléaire dont sont formées les étoiles & neutrons), de sorte que (B.68) est une
hypothése académique. Néanmoins elle présente 'avantage de conduire & une solution
exacte de 1'équation d’Einstein, obtenue par Karl Schwarzschild en 1916 [35].

On fera '’hypothése d'un espace-temps (&, g) statique et a symétrie sphérique. Il existe
alors un systéme de coordonnées (z*) = (ct,r, 6, p) ou les composantes de la métrique se
mettent sous la forme (cf. § 4.6)

Jop dz® dz® = =D Edt? + 2 dr? 12 (d6? + sin? 0 d?). (B.69)
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En supposant un fluide parfait, c’est-a-dire un tenseur énergie-impulsion de la forme
T=(p’ +pu®@u+pg, (B.70)

ol p est le champ de pression et u la forme linéaire associée a la 4-vitesse 4 du fluide
par dualité métrique, I'équation d’Einstein conduit au systéme de Tolman-Oppenheimer-

Volkoff (4.197)-(4.199) :

Cfl—?? = 4nr? p(r) (B.71)
dv 2Gm(r)] " [Gm(r) 447G
— = |1l-— B.72
dr { cAr } { c2r? * ct rolr) ( )
dp 9 dv
- =—[p()e +p(r)] - (B.73)
Dans ce systéme, la fonction m(r) est reliée & a(r) par
9 -1
J2alr) _ {1 - GT(”} . (B.74)
cAr

1  En utilisant l'expression générale de la vitesse du son donnée par 'Eq. (B.94) du
probléme B.8 (cf. page 229 avec € = pc?), estimer la vitesse du son dans une étoile qui
vérifie ’hypothése (B.68) 7 En quoi n’est-ce pas réaliste ?

2 Intégrer 'équation (B.71) sous ’hypothése (B.68). Pourquoi doit-on fixer la constante
d’intégration de maniére & assurer m(0) = 07 On exprimera le résultat en fonction de
la valeur R de la coordonnée r a la surface de I’étoile et de la masse totale de 1'étoile
M = m(R). Que vaut m(r) pour r > R?

3  Quelle est la métrique a l'extérieur de ’étoile ? En déduire la valeur des fonctions
v(r) et a(r) pour r > R.

4  Montrer que I’équation (B.73) conduit a
[poc® + p(r)] e’ = const. (B.75)

Que valent p et v a la surface de I'étoile 7 En déduire que la constante dans 1’équation
ci-dessus vaut poc?y/1 — Rs/R, si bien que I'on peut écrire

[poc® + p(r)] e’ = pocty[1 - = (B.76)

ot Rg :=2GM/c?. Comment s’interpréte la constante Rg?

5 A laide des résultats des questions précédentes, montrer que ’'on peut mettre 'Eq. (B.72)

sous la forme )
1dv RS Rs7“2 ; 3_ RS
A . Se 11— 1), B.
rdr R3< R > (26 R (B77)
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Effectuer les changements de variable x := /1 — Rs72/R? et N := e” pour se ramener a
I’équation différentielle

g — N =—24/1- =2, (B.78)

Quelle solution particuliére trés simple a-t-on 7 Quelle est la solution générale de I’équation
homogene (c’est-a-dire avec le membre de droite mis & zéro) 7 En déduire la forme de la
solution générale de I’équation compléte. En fixant la constante par la valeur de v a la
surface de I’étoile, établir le résultat final

3 R 1 Rg1r?
el’(’"):?/l—ﬁs—§ 1— ;g pour 0 <r < R. (B.79)

6 Déduire la valeur du champ de pression p(r) des résultats des questions 4 et 5.
Veérifier que p(R) = 0. Que vaut la pression centrale p. := p(0)? On l'exprimera en
fonction de py et du parameétre de compacité (cf. § 3.2.3) de I'étoile : = := GM/(c*R).
Pour pg fixé, tracer la courbe p. en fonction de =Z. Que se passe-t-il pour = = 4/97 En
déduire qu’une étoile statique constituée d’un fluide incompressible ne peut pas avoir un
rapport Rs/R plus grand qu’une valeur critique. En déduire également que pour py fixé, la
masse de 'étoile ne peut pas dépasser une certaine limite M. Evaluer numeériquement
Miax POUT Py = prue = 2 107" kgm ™ (densité nucléaire). On donne ¢ = 3 10° ms™!,
G=667T100" m?*kg s 2 et 1M, =2 10% kg.

7 Que devient le coefficient métrique goo au centre de 1'étoile lorsque = — 4/97

8 Exprimer le décalage spectral subi par un photon émis a la surface de 1’étoile et recu
par un observateur situé a 'infini et immobile par rapport a I’étoile. Quelle est la valeur
maximale de ce décalage spectral ?

B.8 Vitesse du son relativiste

On considére, dans l'espace-temps (&, g), un fluide parfait, de 4-vitesse 4, de densité
d’énergie propre ¢ et de pression p. Dans un systéme de coordonnées (z®) de &, les
composantes contravariantes de son tenseur énergie-impulsion sont alors

7% = (e + p)u®u” + pg*”. (B.80)
On fera I’hypothese d’une matiére froide, c’est-a-dire d’'une équation d’état de la forme
p=p(e). (B.81)
1 Développer I'équation de conservation de I’énergie-impulsion
VT = 0. (B.82)

On fera apparaitre la quadri-accélération du fluide, @, dont les composantes sont a® =
B «
u”Vgu®.



228

Problémes

2 Montrer que les vecteurs @ et @ sont orthogonaux, c’est-a-dire que u,a® = 0. En
déduire que la projection de ’équation obtenue & la question 1 sur la 4-vitesse du fluide
conduit a

Ve + (e + p)Vsu’ = 0. (B.83)

3 A laide de (B.83), simplifier ’équation obtenue & la question 1 pour la mettre sous

la forme
(e +p)a® = -V — (V’Vgp) u. (B.84)

4 On considére une perturbation d'un fluide homogéne, c’est-a-dire que

£ g0 + de (B.85)
p = po+dp (B.86)
i = i+ 04, (B.87)

ol €9, po et Uy sont des champs constants sur l'espace-temps : Veg = 0, Vpy = 0 et
Vi, = 0. On négligera les effets du champ gravitationnel, c¢’est-a-dire que 'on se place
dans 'espace-temps de Minkowski. Montrer qu’au premier ordre en du,

a® ~ uhV gouc. (B.88)

Développer ensuite les équations (B.83) et (B.84) au premier ordre en de, dp et Ju.

5 Exprimer la perturbation dp en fonction de de et de la dérivée de 'équation d’état
(B.81)
W

Do -

= . B.&9
= (B.89)

€0
On supposera p, > 0 et on remarquera que p;, est un champ constant sur I’espace-temps.
Réécrire alors la version linéarisée de 'Eq. (B.84) obtenue a la question 4 uniquement en
fonction de de et du.

6 En prenant la dérivée le long de 4y de la version linéarisée de 'Eq. (B.83) obtenue
a la question 4 (c’est-a-dire en la contractant avec u§V,) et en prenant la divergence de
I’équation obtenue a la question 5 (c’est-a-dire en la contractant avec V), montrer que
I’on obtient I’équation suivante pour la perturbation de :

(1 — Y uSul VoV de — pyVo Ve = 0, (B.90)
ou de maniére équivalente,
(1 - pé])vﬂovﬁo o — p6 Ude = 07 (Bgl)

[ := V.,V étant 'opérateur d’alembertien associé a la métrique g.

7  Dire pourquoi on peut introduire un systéme de coordonnées (z%) = (ct, z,y, z) tel
que
10

ugyVy = ——.
0 c ot

(B.92)
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Montrer que 1'équation (B.90) se met alors sous la forme

1 0%6¢
c? Ot?

— phAde =0, (B.93)

ou A = 9%/0z* + 0*/0y* + 8*/02%. En déduire que la vitesse de propagation de la
perturbation de par rapport aux coordonnées (z%) est ¢s = c4/pj, ¢’est-a-dire

s =c\/—. (B.94)

Pourquoi ¢, est-elle aussi la vitesse de propagation de la perturbation dp? On dit alors
que ¢ est la vitesse du son dans le fluide considéré. Que vaut la limite non-relativiste de
(B.94) ? Retrouve-t-on une expression connue ?

B.9 Photon émis par une étoile
On considére une étoile a symétrie sphérique, de masse M. Il existe alors un systéme

de coordonnées (z*) = (ct,r, 0, @) sur 'espace-temps (&, g) tel qu’a l'extérieur de 1'étoile,
les composantes de la métrique se mettent sous la forme

Jop daz® da’ = —N(r)2Edt* + N(r)"2dr? + r?(d6? + sin® 0 dp?), (B.95)

Rsg 2GM
N =4/1—-— = . B.
=1 R (B.96)

1 Comment appelle-t-on la métrique donnée par (B.95)-(B.96) 7 Est-ce la seule solution
possible pour I'espace-temps a l'extérieur de ’étoile 7

avec

2 On considére un photon émis par I’étoile. Sa 4-impulsion p obéit aux deux conditions
suivantes :

p-p=0 (B.97)
Vsp =0, (B.98)
ou p-p = g(p,p) et V est I'opérateur de dérivation covariante associé a g. Pouvez-

vous commenter les équations (B.97)-(B.98)7? Comment s’écrivent-elles en termes des
composantes (¢g,5) de g et des composantes (p®) de p relatives aux coordonnées (z®)?

3 On suppose que le photon est émis radialement, dans le sens ou
p=p"8+p 8, (B.99)

s désignant les vecteurs de la base naturelle associée aux coordonnées (x®). Justifier
0 r : .0 0 T T A 1Tad

que p” et p” sont deux fonctions de r seulement : p” = p°(r) et p” = p"(r). A laide de

I'Eq. (B.97), exprimer p" en fonction de p° et N. Quel est le signe de p" ?
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4  Montrer que la condition (B.98) conduit au systéme de quatre équations

N2dp

o + 1% +2I%, N +T% N*=0 (0<a<3), (B.100)
p

ot les I'* , sont les symboles de Christoffel de g dans les coordonnées (z%). On donne

[0, =%, = N'/N

[y = N3N’ ., =—-N'/N [Ty =—rN? I7 = —rsin®0 N’
rf,=T% =1/r I?  =—cosfsind
1
FQOT‘QD = Fsotp’l‘ = 1/7“ 1—“0990 g F‘p[pe = m7
(B.101)
o N’ := dN/dr. Tous les autres symboles de Christoffel sont nuls. Montrer que les
composantes a« = 0 et & = 1 de (B.100) conduisent toutes deux a la relation
NZp? = c avec ¢ = const. (B.102)
c

Quelle est la dimension de la constante € ? A quoi se réduisent les composantes o = 2 et
a =3 de (B.100) 7 Exprimer p’ en fonction de €, N, ¢, 0y et 9,.

5 Posons E(o) = 50. Quelle est la particularité de ce champ de vecteurs vis-a-vis de

I'espace-temps (&, g) 7 Que vaut le produit scalaire E_Eo) -p? En déduire qu’il est constant
le long de la ligne d’univers du photon. Ce résultat vous surprend-il ?

6  On appelle observateur statique tout observateur O dont la 4-vitesse 1, est paralléle
a € (0)- Exprimer 1, en fonction de 5 et N. Quelle est I’énergie £ du photon mesurée par
un observateur statique? On exprlmera le résultat en fonction de €, Rg et r. En déduire
I'interprétation physique de la constante €. Comparer 1’énergie du photon mesurée par un
observateur statique a l'infini a celle mesurée par un observateur statique placé au point
d’émission (on notera R la coordonnée r de la surface de ’étoile). Comment appelle-t-
on le phénomeéne ainsi mis en évidence ? Faire I'application numérique pour (i) le Soleil
(M = 2x10%kg, R = 7 x 10° km) et (ii) une étoile a neutrons (M = 3 x 10 kg,
R =10 km). On donne G = 6.67 x 107" m*kg 's 2 et ¢ =3 x 10° ms~".

B.10 Pression de radiation et effet Poynting-Robertson

On se place dans le méme cadre qu’au probléeme B.9, a savoir dans un espace-temps
(&, g) asymeétrie sphérique extérieur a une étoile et dans des coordonnées (z*) = (ct, r, 0, )
définies par (B.95). On suppose que 1'étoile est source d’un rayonnement électromagné-
tique (elle brille!). En toute rigueur, l'extérieur de 1’étoile n’est plus le vide car le champ
¢lectromagnétique posséde une certaine énergie-impulsion. Cependant, nous négligerons
la contribution de cette derniére a 1’équation d’Einstein et continuerons de supposer que
la métrique en dehors de I'étoile est donnée par 'Eq. (B.95).
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Une bonne approximation du tenseur énergie-impulsion du champ électromagnétique
rayonné par l'étoile est
T=qkok, (B.103)

o ¢ = q(r) et k est la forme linéaire duale métrique d’un vecteur k qui a les mémes
propriétés que le vecteur p considéré dans le probléme B.9, a savoir

— —

k-k=0, Vy;k=0 ct k=k(r)d +k(r)d,. (B.104)

La différence avec le probléme B.9 est que k est un champ vectoriel défini dans tout
I'espace alors que p n’était défini que le long de la ligne d’univers du photon. Rappelons
que le produit tensoriel ® qui apparait dans (B.103) signifie que la forme bilinéaire T'
associe & tout couple de vecteurs (@, ) le nombre réel T'(0,0,) = q (k - ©,)(k - ). En
d’autres termes, les composantes du tenseur T' par rapport aux coordonnées (z®) sont

Taﬁ = ql{akﬁ. (B105)

Nous avons vu dans le probléme B.9 que les trois propriétés (B.104) conduisent a k° =
a/N?% et k™ = «, oll a est une constante. Quitte a renormaliser ¢, nous choisirons «a = 1,
de sorte que I'on peut écrire

k= N2, +d,. (B.106)

1 La trace du tenseur énergie-impulsion est définie par T := g“fBTaB. Que vaut elle?
(il s’agit d’une propriété générale, vérifiée par tout tenseur énergie-impulsion d’un champ
électromagnétique).

2 Le rayonnement électromagnétique étant la seule source d’énergie-impulsion a 1'ex-
térieur de 1'étoile, la loi générale de conservation de I’énergie-impulsion s’écrit V - T' = 0,
c’est-a-dire

VT, = 0. (B.107)

Montrer que cette équation est équivalente a la relation scalaire
V. (gk") = 0. (B.108)

En exprimant la divergence d’un champ vectoriel ¥ suivant la formule

Vot = ——(v/—=gv"), g := det(gap), (B.109)

en déduire que

A
== avec A = const. (B.110)

3 On considére un observateur statique O, tel que défini & la question 6 du probléme B.9.
Soit une surface élémentaire dans ’espace local de repos de O, d’aire dS' et de normale
unitaire 72 : -1 = 1 et Uy -1 = 0, U étant la 4-vitesse de O. L’énergie qui traverse cette
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surface par unité du temps propre 7y de O est donnée par le tenseur énergie-impulsion
suivant la formule

dE
EZ — Ty, ) dS. (B.111)
dTo

Considérons la sphére . définie comme ’ensemble des points de & de coordonnées t et
r constantes. La luminosité totale de I'étoile mesurée par 'observateur statique ayant la
méme coordonnée r que . est alors

dE

L= [ . —c/ T(ddy, 73) dS. (B.112)
 dTo 5%

Montrer que dans le cas présent n = N 5T et dS = r?sinfdf dp. En déduire que

Lo
= m7

Quelle est I'interprétation physique de Lo ? Que vaut Ly pour le Soleil ?

L avec Lo := 4rncA. (B.113)

4  On considére un petit corps sensible a la pression de radiation (grain de poussiére,
astéroide, voile solaire, etc.). On ne tiendra pas compte de son extension spatiale, si bien
qu’on le traitera comme une particule ponctuelle, de ligne d’univers £, de temps propre
7, de 4-vitesse U et de masse m. Son mouvement est alors régi par la relation fondamentale
de la dynamique relativiste :

ma = f, (B.114)
ol
a:=Vai (B.115)

est la 4-accélération du corps et f la 4-force agissant sur lui. f décrit ’ensemble des forces
s’exercant sur le corps, a l’exception de la « force » gravitationnelle. Pouvez-vous justifier
pourquoi ? Montrer que les composantes de la 4-accélération sont

a® =ut'— +T1° u'u’ = ——— + T u'u”. (B.116)

A laide de (B.101) et (B.96), évaluer a” et a® pour un mouvement dans le plan équatorial
(0 = 7/2). On utilisera la relation de normalisation de la 4-vitesse pour éliminer u° et on
exprimera le résultat en fonction de du”/dr, du¥/dr, u”", u?, r et M.

5 La 4-force f résultant de la pression de radiation sur le petit corps s’exprime en
fonction du tenseur énergie-impulsion du champ électromagnétique suivant

fo— —%(ga” + uCut) T, (B.117)
c

ou o est la section efficace du corps, vis-a-vis du rayonnement incident. Pour une sphére
de rayon R; qui réémet de maniére isotrope dans son référentiel propre le rayonnement
absorbé, o = T R%. Montrer que (B.117) conduit &

(B.118)
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Vérifier que la 4-force est orthogonale a la 4-vitesse : f - = 0.

6  On suppose qu’a 7 = 0, u” = 0. Montrer que les équations du mouvement sont, a cet
instant précis,

du” GM 3Rg Ly o 1+ (rue)?
= —— +(1-== )2 B.119
c dr r2 ( 2r ) reu?)” + dremr?\| 1 — Rg/r ( )
du? Ly o 1+ (ru?)®
—_— = - . B.120
“dr drc?mr? 1 — Rg/r . ( )

Que vaudrait du¥/dr sur une orbite exactement circulaire ? Le fait que du¥/dr < 0 pour
Lo # 0 constitue une « force de freinage », appelée force de Poynting-Robertson. Discuter
la limite newtonienne des équations ci-dessus.

7 A partir des équations (B.119)-(B.120), montrer qu’il existe une position & laquelle
le corps reste immobile par rapport a un observateur statique.

B.11 Coordonnées de Painlevé-Gullstrand sur 'espace-
temps de Schwarzschild

1  On considére un trou noir stationnaire et sans rotation. Par quelle métrique est-il
décrit ?

2 On désigne par (&, g) I'espace-temps de Schwarzschild. Donner les composantes gos
du tenseur métrique g dans les coordonnées de Schwarzschild (z*) = (ct,7,6,¢). Les
exprimer en fonction du rayon de Schwarzschild Rg plutét que de la masse M du trou
noir.

3  On considére une particule massive &, de masse m << M et qui n’est soumise
qu’'au champ gravitationnel du trou noir. A quel type de courbe de l'espace-temps (&, g)
correspond la ligne d’univers de cette particule ?
On pose
€:= —025(0) -, (B.121)

ou U est la 4-vitesse de & et E(O) le vecteur de Killing associé a la stationnarité de la
métrique de Schwarzschild, c¢’est-a-dire le vecteur de composantes §%) = (1,0,0,0) dans
les coordonnées (z%). Que pouvez-vous dire de la quantité € le long de la ligne d’univers
de &7 Quelle est la signification physique de cette quantité?

4  On suppose que & a une trajectoire purement radiale, c’est-a-dire se déplace a
coordonnées 6 et ¢ fixes. Montrer que sa 4-vitesse est de la forme

u® = (u’,u",0,0). (B.122)

Exprimer ¢ en fonction de r, Rg et u°. En déduire que

W = (1 - @) T (B.123)

r c?
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5 Montrer que
u=y S 1 58 (B.124)

A quel type de mouvement correspond le signe 4 (resp. le signe —) dans l’expression
ci-dessus ?

6 Dans tout ce qui suit on suppose que la particule & tombe vers le trou noir depuis
r = +00. On désigne par I' le facteur de Lorentz de &2 par rapport a un observateur
statique situé trés loin du trou noir (en r — +00). Justifier la relation

e=TI¢c. (B.125)

En déduire que si la particule tombe depuis l'infini avec une vitesse nulle (par rapport a
'observateur statique), alors

1 R
u’ = — e == =, (B.126)

r

7  Déduire de (B.126) que le mouvement de & est régi par I’équation différentielle

dr R Rs
N SehS R B 2 B.12
dt ¢ r ( 7“) ( 7

Quelle est la limite newtonienne de cette équation ?

8 Les composantes covariantes de la 4-vitesse de & sont définies par u, = gasu’.
Montrer que
\/ Rs/T
a=1|-1, ———, 0, 0]. B.128
“ ( 1— Rs/’f’ ) ( )
9 Montrer qu'il existe une fonction 7' = T'(¢,r) telle que
or
o= —C— B.129
u c pres ( )

Exprimer T' en fonction de ¢, r, Rg et c¢. On donne la primitive

/$\/_ dr =2y/r +In VT - 1‘

Vr+1
10  On note 7 le temps propre de la particule &. En utilisant (B.126) et (B.127),
montrer que le long de la ligne d’'univers de &

(B.130)

dr = dt + L VIS

B.131
cl—RS/rdT (B-131)
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En déduire que
7 =T + const. (B.132)

11  Pour 7 € R fixé, on désigne par Xp, 'ensemble des points de I'espace-temps & pour
lesquels T' = Ty. 11 s’agit d’une hypersurface de &. Montrer que tout vecteur ¥ tangent a
Y, vérifie
o OT
Y oz
Déduire alors de (B.129) qu’au point ou la ligne d’univers de & rencontre 1’hypersurface
Y1, la 4-vitesse U de & est orthogonale & Xry,.

= 0. (B.133)

12  On appelle coordonnées de Painlevé-Gullstrand les coordonnées

%= (cT,r,0,0). (B.134)

A Taide de (B.131) et (B.132), montrer que les composantes du tenseur métrique dans
ces coordonnées sont données par

Gopdi®diP = — 1—@ AdT? + 2 &cherrderrrZ df? 4+ sin® 0 dp?) . (B.135
p T

r

Que vaut la métrique induite sur 'hypersurface g, ?

13 Comment se comportent les coordonnées de Painlevé-Gullstrand sur ’horizon des
événements 7 Connaissez-vous un autre systéme de coordonnées qui partage cette pro-
priété? Qu’en est-ilen r =07

14 Montrer qu’'une écriture alternative a (B.135) est

2
Gopdi®di® = —2dT? + | dr + s cdT | +r*(df* + sin® 0 dy?) . B.136
s T

En déduire I'équation des géodésiques lumiére radiales, entrantes et sortantes, dans les
coordonnées de Painlevé-Gullstrand. On donne les primitives

/Haf—xl = z—2yz+2In(1 + V) (B.137)
=

d

L = rtoyz+2n]l - Val. (B.138)
1— L
/7

Commenter.

B.12 Taille apparente des étoiles compactes et des trous
noirs

1 On considére un astre a symétrie sphérique, étoile ou trou noir, que 1'on désignera
ci-aprées sous le vocable corps central. Justifier I'existence d’un systéme de coordonnées
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Yy
A vers O

Sy

v
&

FIGURE B.1 — Trajectoire d'un photon au voisinage du corps central, dans le plan équatorial (§ = 7/2).
x et y sont reliés aux coordonnées (ct,r, 0, ) par x = rcosp et y = rsin .

(%) = (ct,r,0,p) on la métrique a l'extérieur du corps central s’écrit

-1
Jop daz® dz’ = — (1 — §> c*dt* + (1 — @) dr* 4+ r* (d* +sin® 0 dy*)  (B.139)
r r

et exprimer Rg en fonction de la masse M du corps central.

2  On s’intéresse au mouvement d’un photon au voisinage du corps central. Soit p la
4-impulsion du photon. On pose

ei=—cfo P et L(=E P (B.140)

ol 5(0) et E(z) sont les vecteurs de composantes £, = (1,0,0,0) et &) = (0,0,0,1)
par rapport aux coordonnées (z®). Rappeler briévement les grandes étapes conduisant a
I’équation suivante pour le mouvement du photon :

(Z—;)Q U@ = bl2 (B.141)

ou A parameétre la ligne d'univers du photon, U(r) := r2 (1 — Rg/r) et b := ¢|¢|/e. On
suppose que le photon, émis au voisinage du corps central, parvient a atteindre une région
infiniment éloignée de ce dernier. Quel est alors le sens physique de b?

3  On considére un observateur O infiniment éloigné. Sans perte de généralité, plagons-le
sur I'axe ¢ = 0 dans le plan § = 7/2, & une coordonnée radiale r > Rg (cf. Fig. B.1). Les
photons qui parviennent & O sont alors ceux pour lesquels ¢ — 0 lorsque A — +4-00.

Supposons que le corps central soit une étoile et notons R la coordonnée r de sa surface.
On se place dans le cas ou R > R, avec R, := 3GM/c*. Dessiner le graphe de la fonction
U(r) (cf. Fig. 3.9 au Chap. 3) en y superposant la droite d’équation r = R.

4  Montrer que dans ce graphique, un photon suit un segment de droite horizontale situé
au dessus de la courbe U = U(r). Dessiner un telle trajectoire pour un photon émis en
arriere plan de 'étoile et parvenant & O sans toucher ’étoile. Etablir la relation entre le
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parameétre b et la valeur minimale de la coordonnée r sur la ligne d’univers du photon,
que l'on notera ry, (cf. Fig. B.1).

5 Porter sur le graphique la trajectoire d’'un photon émis depuis la surface de 1’étoile.
Vue par 'observateur O, la taille angulaire de 1’étoile est
2R,
==
ou d est la distance de I'étoile et R, est appelé rayon apparent. Justifier I'égalité entre R,

et la valeur la plus élevée du parameétre b d'un photon qui quitte 1’étoile et atteint O. En
déduire I'expression de R, en fonction de R et de M. Comparer R, et R.

«

(B.142)

6  On suppose a présent que le corps central est un trou noir. En raisonnant sur le graphe
de U(r) considéré aux questions 3 et 4, montrer que le trou noir apparait a I’'observateur O
comme un disque noir sur le fond du ciel dont le diamétre angulaire est donné la formule
(B.142), ou R, est relié a une valeur particuliére du paramétre b. Exprimer R, en fonction
de la masse M du trou noir. Comparer R, et Rg.

7  Calculer numériquement o pour les trous noirs suivants, dont on donne la masse et
la distance a la Terre :

M [Me]  d[pc]
Cyg X-1 15 1.9 x 10
Ser A* 4.3 x 106 8.3 x 10°
M87 4%x10° 1.7 x 107

Rappelons que 1 pc = 3.1 x 10 m, ¢ = 3.0 x 108 ms™", G = 6.67 x 107" m®*kg 52,
1 Mg = 1.98 x 10%° kg. On exprimera « en microsecondes d’arc.

8 Considérons a présent une (hypothétique) étoile ultracompacte vérifiant Rg < R <
R.. Montrer que le rayon apparent d’une telle étoile est indépendant de R. L’exprimer en
fonction de M.

B.13 Tenseur de Killing et constante de Carter

Dans tout le probléme, (&£, g) dénote un espace-temps et V la connexion compatible
avec g.

1  On appelle tenseur de Killing-Yano tout champ Y de formes bilinéaires (i.e. tenseurs

de type (2)) sur & vérifiant

1. Y est antisymétrique : pour tout couple de vecteurs (u,v), Y (U, 4) = =Y (u, v);

2. VY est complétement antisymétrique, c’est-a-dire est une forme trilinéaire qui
change de signe lorsqu’on permute deux quelconques de ses arguments.

Montrer qu’en vertu de la propriété 1, la propriété 2 est équivalente & l'identité suivante
sur les composantes de Y dans une base quelconque :

VoYsy = —VjYa,. (B.143)

2  On appelle tenseur de Killing tout champ K de formes bilinéaires sur & vérifiant
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1. K est symétrique;
2. VK obéit a

VoK sy + VKoo + VoK = 0.

Pouvez-vous donner un exemple simple de tenseur de Killing?

3

Kaﬁ = Yauyuﬂ = gw/YauYVg

est un tenseur de Killing.

4

associé a un paramétre affine; p obéit a

VP =0.

K étant un tenseur de Killing, on considére le scalaire

A = K(p,p).

Calculer Vz.7". En déduire que % est constant le long de .Z.

(B.144)

SiY est un tenseur de Killing-Yano, montrer que le champ tensoriel K défini par

(B.145)

Soit .Z une courbe géodésique de (&, g) et p un champ de vecteurs tangents a &

(B.146)

(B.147)

(B.148)

, (B.149)

5 On se place dans l'espace-temps de Kerr, décrit par les coordonnées de Boyer-
Lindquist (z) = (ct,r, 0, ). Les composantes du tenseur métrique sont alors
14 277;7" 00 _ 2amr 2sin2 0
p , p
0 P 0
Jap = A 9
0 0 p 0
_ 2amr 2S.in2 6 0 0 (7’2 e 2@27%7“281n2 9) Gin? g
p p
(r?+a®?  a’sin?6 0 2amr
JZA p? A JZA
0 — 0 0
gaﬂ = P 1
0 0 — 0
2
2amr 00 1 a?
p2A p?sin?f  p2A

ot m := GM/c* (M étant la masse du trou noir), p? = r?+a?cos? 0 et A := r? —2mr+a?.

Considérons les vecteurs [ et k définis respectivement par

U

k

P?+ad <2 = a =z
L8+ 8, + 1 0,
A a =
— —0, d,.
2p? 0 2p? * 2p% 7

(B.150)

(B.151)
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Montrer que l'et k sont des vecteurs du genre lumiére et que, de plus,

I k=-1 (B.152)

6  On admettra que le tenseur défini par
K=p(lok+k®l)+r’g (B.153)

len composantes : K,5 = p? (loks + kals) + 72 gus] est un tenseur de Killing. Il s’agit
d’ailleurs d'un tenseur de Killing dérivé d’un tenseur de Killing-Yano suivant la formule
(B.145). Soit & une particule décrivant une géodésique .Z dans 'espace-temps de Kerr
et p sa 4-impulsion. Montrer que la constante (B.147) vaut, dans le cas présent,

2
p
H =ps+cos®l |a® (1 —pg) + Singe + (py + apo)?, (B.154)

ot u? := —p'- p. A quoi correspond le cas =07
7 Rappeler pourquoi les quantités
ei=—p-8 e (=P8, (B.155)

sont constantes le long de .Z. En déduire que la quantité
P2
Q = pg + COS2 0 (l2 (/UL2 — pg) + —ge (B156)
sin

est une constante du mouvement, appelée constante de Carter.

Remarque : Dans un espace-temps stationnaire et arisymétrique quelconque, il n’existe
en général que trois constantes le long d’une géodésique L : u, E et L. L’existence de
la quatrieme constante () est une particularité de l’espace-temps de Kerr, découverte
en 1968 par Brandon Carter [/0]. En 1970, Martin Walker et Roger Penrose [71] ont
montré que (Q découle de l’existence d’un tenseur de Killing non trivial dans [’espace-
temps de Kerr, a savoir le tenseur (B.153). Ayant 4 constantes du mouvement
(ou intégrales premiéres) indépendantes dans un espace de dimension 4, on dit que
I’équation des géodésiques de l’espace-temps de Kerr est intégrable.

B.14 Gravité de surface d’un trou noir

1  On considére un trou noir stationnaire en rotation. Par quelle métrique est-il décrit ?
Justifier briévement la réponse.

2 On souhaite étudier quelques propriétés de 'horizon des événements . A cette fin, on
ne peut employer les traditionnelles coordonnées de Boyer-Lindquist (') = (ct’,r, 6, ¢’)
(cf. § 5.5.1) car elles sont singuliéres sur I'horizon (g, — o0). Nous allons plutot utiliser
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les coordonnées de Kerr 8+1 (x) = (t,r,0, ¢), qui sont reliées aux coordonnées de Boyer-
Lindquist par

2mrdr adr
dt = dt' t dp=dy : B.157
+r2—2mr+a2 ¢ 4 (’0+r2—2mr+a2 ( )
ot m = GM/c?, a := J/(cM), M et J étant respectivement la masse du trou noir

et son moment cinétique. Notons que r et 8 sont identiques dans les deux systémes de
coordonnées et que les premiéres et derniéres coordonnées de Boyer-Lindquist sont notées
(t',¢') et non (t,p) comme dans le cours. Les coordonnées de Kerr 3+1 sont liées aux
coordonnées (u,r, 0, p) dans lesquelles Roy Kerr a présenté sa solution en 1963 [29] par la
transformation u = t + r. Dans les coordonnées de Kerr 3-+1, les composantes du tenseur
métrique sont

2 2 in” 0
L e AL
P P P
2 2 2
e 14+ 20 0 —a (1 + @) sin” 6
Jap = P P P 5
0 0 p* 0
.. 9 .9
0 2 0
— amTSH; —a (1 + _77;7’) sin?6 0 (7"2 +a? + 2a2mrSH; ) sin? 6
P p P

(B.158)
ot p? := r? + a®cos? . Quelle est la dimension des paramétres m et a? A quel systéme
de coordonnées vu en cours se réduisent les coordonnées de Kerr 3+1 lorsque a = 07
L’horizon des événements est I’hypersurface H définie par la valeur constante suivante de

la coordonnée r :
r=rg:=m+vm?—a’

Veérifier que les coordonnées de Kerr 3+1 (2%) sont réguliéres sur H.

(B.159)

3 On rappelle que la métrique de Kerr admet deux vecteurs de Killing, 5(0) et E(Z),

qui s’expriment simplement en terme de la base naturelle (50:, 57,, 59, (i,/) associée aux
coordonnées de Boyer-Lindquist :

E(O) = 80’ = C_lat’ E(z) - acp"
A quelles symétries d’espace-temps correspondent ces deux vecteurs ? A partir de (B.157)
et de la définition premiére d’un vecteur comme un opérateur différentiel sur les champs

scalaires, montrer que

et (B.160)

8_;/ = 515 et 5@/ = 8_;0,

ou 0; et @, sont respectivement le premier et le dernier vecteur de la base naturelle
associée aux coordonnées de Kerr 3+1. En conclure que

5(0) =8 =c'0, g(z) =8,

et donner les composantes f?{)) de 5_20) et 5&) de &Z) par rapport aux coordonnées de Kerr
3-+1. Justifier alors les égalités suivantes goo = goors Gop = Gory €t Gpp = Gy que l'on
observe en comparant (B.158) a expression (5.24) du cours.

(B.161)

et (B.162)
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4 () étant une constante, on forme le vecteur

— —

Q-
€= &0 + Zﬁ(z). (B.163)

Quelle doit étre la dimension de €2 pour que I'expression ci-dessus soit bien posée ? Sachant
que les vecteurs de Killing E sont caractérisés par I’équation suivante, dite équation de
Killing (cf. probléme B.2) :

Vaép + Véa =0, (B.164)

le vecteur £ est-il un vecteur de Killing ? Si oui, a quelle symétrie d’espace-temps correspond-
il?

5 A partir de (B.159), montrer que
2mry = ry; + a®. (B.165)

En déduire la valeur suivante des coefficients métriques sur H :

gooly, = a’py’ sin® 0 (B.166)
Goply = —apy (ri; + a®)sin® 6 (B.167)
Joply = ,0;12(7“%1 + a?®)*sin® 0, (B.168)

ou p% = p%4(0) :== 1% + a® cos? 0.

6  Déduire des résultats de la question 5 que, sur H, le carré scalaire du vecteur ‘ par
rapport au tenseur métrique g vaut

| sin? 0 Q7°
E-é‘H: ) [a—(r?{—l—cﬂ)zl : (B.169)

Quelle doit étre, en termes de a et rpy, la valeur de €2 pour que £ soit du genre lumiére sur
I’horizon ? Dans toute la suite du probléme, on fixera 2 a cette valeur. Montrer qu’une
expression alternative de € est

ca

Q= ) B.170
2m (m + vm? — a?) ( )
Que vaut 2 pour un trou noir de Schwarzschild ?
7  Montrer que sur H,
£.8,=0, £-8,=0, £-8,=0. (B.171)

En déduire que £ est normal & I’hypersurface H. Justifier qu’il soit également tangent a

H.

8 On considére le vecteur

l

ol

Il

<
Sy
o~

(B.172)
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dont les composantes sont h* = ¢#V (. En utilisant I’équation de Killing (B.164), mon-
trer que, pour tout vecteur v,

h-¥= —%Va (E. E) (B.173)

(écrire b - T = h,vt, avec h, ="V ,(,).
En déduire que si v est tangent & H, alors h - ¥ = 0. En conclure qu’il existe un champ

scalaire k défini sur H tel que
Vil =rt surH. (B.174)

k est appelé gravité de surface du trou noir.

9  On considére une ligne de champ .2 de £ sur H. Soit \ le paramétre de . associé a
£, c’est-a-dire le paramétre tel que 'équation de & s’écrive z® = X*(\) avec X* quatre
fonctions de A telles que

. daX“
= .

d\

Dire pourquoi A coincide (& une constante additive prés) avec la valeur de la coordonnée
de Kerr 3+1 2° = ¢t le long de .#. Montrer que le long de .&,

(B.175)

p o d*X°
oxr  d)\?

(B.176)

Déduire alors de (B.174) un systéme de quatre équations différentielles du second degré
pour les fonctions X*. Que reconnait-on ? Comment qualifie-t-on \ lorsque kK = 07

10 A partir de (B.174), montrer que, sur H,

Kl = —%V (Z-E), (B.177)

ou £ est la forme linéaire de composantes ¢, = gq,0". En utilisant une propriété de l
établie plus haut, montrer que, sur H,

(o = (0,0,,0,0). (B.178)

11 Nous allons utiliser (B.177) pour calculer k. Au vu de (B.178), on s’intéresse a la
composante r de (B.177). Montrer qu’elle s’écrit

110 /- »
L= |5 (€-2)]] - B.179
= (2] v
En reliant ¢, aux composantes (¢ de E_; montrer que
2 2 cos2 ¢
), =TSl (B.180)

2 2
g +a
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12 Montrer que dans tout 1’espace-temps,

1

(1% +

—

0. 0=—1+ {Qmp‘}{ % +a*sin® 0 (r* + a?) | . (B.181)
p

A titre de vérification, retrouver la valeur de 0.0 pour r = ry (on pourra utiliser l'identité
(B.165)). Calculer 9/9r(r/p?*) et en déduire que

a — =\
= (£-2)
[(37“ < }
On aura pris soin de remplacer m par son expression en terme de ry et a donnée par
(B.165).

(a* — %) (r% + a® cos? 6)
= o : (B.182)
H ra(ri + a?)

13  Déduire la valeur de xk de ce qui précede. k dépend-il de 7 Conclure quant a
I'uniformité de x sur H. Donner deux expressions alternatives de

1. uniquement en termes de rgy et m;
2. uniquement en termes de m et a.

Que vaut s pour un trou noir de Schwarzschild ? Et pour un trou noir de Kerr extréme ?

Commentaires

L’appellation gravité de surface vient de 'égalité entre c?k et la norme v de 'accélération d'un
observateur statique prés de ’horizon d’un trou de noir de Schwarzschild renormalisée par le facteur de
décalage spectral gravitationnel (1 — 2m,/r)~'/2. En effet, v diverge lorsque r — 7 = 2m (’observateur
doit subir une accélération énorme pour rester statique au voisinage de I’horizon) mais (1 — 2m/r)~1/2
tend vers une valeur finie : ¢?k.

L’uniformité de k sur ’horizon est appelée Principe zéro de la dynamique des trous noirs par analogie
avec le Principe zéro de la thermodynamique, qui stipule qu’a I’équilibre thermique, un corps a une
température uniforme. L’analogie entre la dynamique des trous noirs résultant de I’équation d’Einstein et
la thermodynamique a en fait été étendue au Premier, Second et Troisiéme Principes par James Bardeen,
Brandon Carter et Stephen Hawking lors d'une célébre Ecole des Houches en 1972 [39]. En particulier,
dans le Premier Principe, x joue le role de la température dans le terme T'dS de la variation d’énergie,
I’aire du trou noir jouant le role de 'entropie S. L’analogie formelle entre x et la température est méme
devenue une identification lors de I’étude des effets quantiques au voisinage du trou noir et la découverte
du rayonnement de Hawking : un trou noir rayonne comme un corps noir a la température

hc
= K
27Tk'B ’

(B.183)

ol h est la constante de Planck et kg celle de Boltzmann. Notons que pour les trous noirs astrophysiques,
le rayonnement de Hawking est ultra-négligeable (7' ~ 10~8 K pour un trou noir stellaire et 7' ~ 1071* K

pour un trou noir supermassif comme Sgr A*).

B.15 Déviation géodésique

On considére une variété & de dimension n > 2 munie d’une métrique g de signature
quelconque. Trois cas seront plus particuliérement examinés :
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(I) le plan euclidien : n =2, & = R? et sign(g) = (+,+);
(IT) la sphére (munie de la métrique standard) : n = 2, & = S? et sign(g) = (+, +);
(ITI) Pespace-temps relativiste : n = 4 et sign(g) = (—, +, +, +).

On notera V la dérivée covariante associée a g. Dans (&, g), on considére une famille de
géodésiques (%, )ser, Ol le paramétre o décrit un intervalle I C R, telle que (i) %, 150
est infiniment proche de %, pour Jo infiniment petit, (ii) si o1 # 09, Z,, et Z,, ont au
plus un nombre fini de points en commun et (iii) toutes les courbes %, sont du méme
genre (temps, lumiére ou espace). Le long de chaque géodésique .Z,, on désigne par A un
paramétre affine. On note alors P(\, o) le point de paramétre A sur la géodésique %, .

1 Soit (z%) un systéme de coordonnées sur une partie de & ou l'on souhaite étudier
la famille de géodésiques. Dans ce systéme de coordonnées, on écrit 1’équation de la
géodésique .Z, sous la forme

%= X%\, 0) 0<a<n-—1, (B.184)

ot les X sont n fonctions R? — R. On désigne par 4 le vecteur tangent a %, associé au
paramétre \. Montrer que les composantes u®* de ¥ dans la base naturelle (5a) associée
aux coordonnées (z) s’écrivent

0xX“
o

uOé

(B.185)

2 On appelle ¥ la sous-variété de & formée par ’ensemble des géodésiques de la famille
(Z,)ser- Quelle est la dimension de ¥ 7 Quel systéme de coordonnées est naturel sur X7
En quels points ce systéme de coordonnées peut-il étre singulier ?

3  On appelle vecteur séparation le champ vectoriel § défini sur ¥ tel que pour do
infinitésimal, do § soit le vecteur qui joint le point P(A,0) au point infiniment voisin

—

P(\, 0 + do). Montrer que les composantes s* de § dans la base naturelle (8,) sont

G
S —=

. B.1
5 (B.186)

4 Représenter la famille (.Z,),¢; sur une figure dans chacun des exemples suivants :

1. (&, g) est le plan euclidien (cas (I) mentionné ci-dessus), (z*) = (x, y) est un systéme
de coordonnées cartésiennes, I = R et .Z, est la courbe d’équation paramétrique

r =0
{y —7 (B.187)
2. Toujours dans le plan euclidien, mais avec [ =|—m /2, /2] et I’équation paramétrique

suivante pour %, :

{ r = (14 N)sino (B.188)

y = (1+X)coso.
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3. (&,g) est la sphére (cas (II) mentionné ci-dessus), (z%) = (6, ) est un systéme de
coordonnées sphériques, I = [0, 27| et %, est la courbe d’équation paramétrique

{ 0 =5-4A (B.189)
Y =o.
On rappelle que la métrique standard sur la sphére s’exprime comme

Jop dz® dx’ = dO? + sin’® 0 dp?. (B.190)

Dans chacun des cas, on précisera le type de la courbe .Z,, on calculera les composantes
des vecteurs u et § dans la base naturelle associée aux coordonnées considérées et on
représentera 4 et § pour (A, o) = (0,0).

5 Pour tout champ scalaire f : & — R, (z%) — f(z°,..., 2" 1), on définit la restriction
F de faX¥ par
F(\o):=f(X"(\0),....,X"'(\,0)). (B.191)
Montrer que
OF of OF of
Z vl — v, t =l VS B.192
ox = Van = VEL G = g = Vel (B.192)

6 Soient u, et S, des extensions des champs vectoriels © et § dans un domaine ouvert
de & autour de X, c’est-a-dire des champs vectoriels dont les composantes dans la base
naturelle (8,,) vérifient '

u*(N o) =ud (XO(\,0),...., X" (N o)) et s*(N\o)=s(X"(N0),....,. X" ' (N, 0)).

Etablir les identités suivantes sur ¥ :
(0% (0% (6%

861;\ + I, v, $'V g = a@% + I, 8", WPV st = ai + I, uts”,
(B.193)

ott les I'“ ,, sont les symboles de Christoffel de g par rapport aux coordonnées (z¢). En

déduire que, sur Y, les vecteurs Vg u,, Vzu, et Vg S, sont indépendants du choix des

extensions u, et S§,. On pose alors, sur ¥, Vgu := Vgzu,, Vzu := Vzu, et Vgs =

Vi 8.

1 a _
u'Vug =

7  Montrer que
Vau = 0. (B.194)

En déduire que le produit scalaire 4 - © est constant le long d’une géodésique .Z,. Que
vaut-il dans chacun des exemples considérés a la question 47

8 Montrer que
Vas§ = Vzu. (B.195)

Au vu de cette identité, on dit que les vecteurs u et 8 commutent.

1. Pour n = 2, les champs i, et 4 coincident, de méme que U, et v.
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9 Nous allons montrer que pour des géodésiques du genre espace ou temps, on peut
toujours se ramener au cas ol 4 et § sont orthogonaux. A cette fin, effectuons, le long de
chaque géodésique .Z,, le changement de paramétre affine

N =\ +b(o). (B.196)

Exprimer le vecteur séparation 8’ résultant de cette nouvelle paramétrisation en fonction

de 8, 4 et db/do. Conclure que 'on peut choisir la fonction b(c) de maniére a assurer
u-s' =0.

10  On peut considérer que la dérivée covariante du vecteur séparation le long de %,
V = V5, (B.197)
est la “vitesse de déviation” des géodésiques. La dérivée de cette vitesse,
A:=V;V =V;V;5, (B.198)

représente alors “l’accélération de déviation”. En un point ou V = 0, on dira que les
géodésiques voisines sont paralléles, leur séparation restant localement constante. Calculer
Vet A pour chacun des exemples de la question 4. On utilisera la derniére des identités
(B.193) et, pour I'exemple 3, le fait que les seuls symboles de Christoffel non nuls dans
les coordonnées (6, ¢) sont T, = —sinfcosf et I'¥,, =T% 5 =1/tand.

11 Montrer en utilisant successivement 'Eq. (B.195) et I'identité de Ricci [Eq. (4.99)
du cours| que

AY = ulV, (u'Vys¥) = u's” (R, uf + V,V,u®) + u"V,s"V,u.

En utilisant la régle de Leibniz sous la forme vV, V, u* = V,(u"V , u®) — V,u*V ,u®,
ainsi que les identités (B.194) et (B.195), en déduire que A* = R*, ufu's”, résultat que
I’on peut réécrire comme

Vﬁ’Vﬁ s= Riem(., ’l_l:, ’[l:, §) . (B199)

Cette relation est appelée équation de déviation géodésique ou encore équation de Jacobi.
En déduire que si la courbure est nulle, des géodésiques paralleles pour A = 0 restent
paralléles pour A > 0. Commenter au vu des exemples considérés a la question 10.

12 Retrouver a partir de (B.199) les valeurs de A obtenues a la question 10 pour chacun
des trois exemples. Pour la sphére, on utilisera le fait que les seules composantes non nulles

: 6  _ _ph 2 ¢ __pY
du tenseur de Riemann sont R” ,, = —R" o =sin"0 et Ry , = —R"p, = 1.

13 On se place dans 'espace-temps relativiste (&, g) (cas (III) mentionné dans l'in-
troduction) et on considére des géodésiques .Z, du genre temps. Montrer que 'on peut
toujours choisir le parameétre affine A de maniére & assurer u - ©u = —1. Quelle est alors
Iinterprétation physique de A? En un point P € ¥ donné, soit EFz le sous-espace vec-
toriel de Tp(&) (espace tangent a la variété & en P) formé par 'ensemble des vecteurs
orthogonaux a 4. Quelle est la dimension de Ez? Comment s’interpréte physiquement
cet espace ?
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14 A P’aide des symétries du tenseur de Riemann, montrer que I’équation de déviation
géodésique conduit a

u-A=0. (B.200)
En déduire que 'application

K:Eﬁ—>Eﬁ

5 — j:Riem(.,ﬁ,ﬁ, S) (B.201)

est bien définie. Dire pourquoi il s’agit d’une application linéaire. En utilisant les symétries
du tenseur de Riemann, montrer que K est un endomorphisme symétrique (autoadjoint),
c’est-a-dire qu’il vérifie

V(3,%) € Eg x Ea, ¥ K(W)=K(¥)- . (B.202)

Soit? (€,) = (€, €;) une base orthonormale de Tp(&) telle que €y = wu. Exprimer la
matrice K*; de K dans la base (€;) en fonction des composantes du tenseur de Riemann.
Relier la trace de K au tenseur de Ricci et en déduire que, dans le vide, tr K = 0.

15 Dans le cadre de la mécanique newtonienne, on considére une famille de particules
se déplagant sous l'effet d’'un champ gravitationnel stationnaire. On suppose la famille
continue, indexée par un parametre o € I C R, et on écrit I’équation du mouvement de
la particule d’indice o sous la forme x* = X'(¢,0) ol t est le temps absolu newtonien, les
(%) = (z,y, z) sont les coordonnées cartésiennes associées a un référentiel inertiel et les X*
sont trois fonctions R? — R. Montrer que si 'on désigne par ® le potentiel gravitationnel
newtonien (solution de 1’équation de Poisson A® = 471G p), les équations du mouvement
s’écrivent ,
X! 0P
o2 Oxt

Notons do s'(t,0) := X'(t,0 +do) — X'(t,c) la séparation entre la particule d’'indice o et
celle d’indice o + do & I'instant t. Montrer que s’ obéit a I’équation différentielle suivante :

s 90

o~ oridw
Comment appelle-t-on 'effet physique associé ?

(B.203)

7 (B.204)

16 La limite newtonienne s’obtient a partir d’'une métrique de la forme [cf. Eq. (4.143)
du cours|

P P
Japdr®dz’ = — (1 + 2—2> dt® + <1 — 2—2) (do® + dy* + d=*) (B.205)
c c
avec |®|/c? < 1. Au premier ordre en ®/c?, le tenseur de Riemann de g est tel que
’ 1 0%P
P B.2
foojo c? 0x' 0z’ (5-206)

Commenter les résultats précédents au vu de cette propriété. En particulier, quelle loi
retrouve-t-on lorsqu’on écrit tr K = 0 a la limite newtonienne ?

2. Dans toute la suite du probléme, les indices grecs «, (3, ... varient entre 0 et 3, alors que les indices
latins 4, j, ... varient entre 1 et 3 seulement.
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C.1 Décalage spectral au voisinage de la Terre

1 La métrique de Schwarzschild en coordonnées isotropes est donnée par 'Eq. (3.18)
(ott on fait 7 = r). Puisqu’au voisinage de la Terre GM/(c*r) < 1, on peut effectuer un
développement limité au premier ordre en GM/(c*r) :

M M
Gopdz®dr’® = —(1—-2x G 1-2x G cdt?
2¢?r

2¢2r
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GM
1+4
* ( X 2¢%r

) [dr2 + 72 (d92 +sin?6 dgp2)]

2GM 2GM
= —(1- Adt* + 14+ —=— [er + 72 (d6’2 + sin® (9d4p2)} .
c2r c2r
On obtient donc l'expression (B.1) avec ®(r) = —GM/r, ce qui correspond bien au
potentiel gravitationnel newtonien a ’extérieur de la Terre supposée sphérique. Pour r =
R@ .
|®(Rz)]  GM  6.67 x 107" x 6.0 x 10*

— — — 1 710.
2 Ry (BOx 102 x64x 108 <10

2 L’espace-temps décrit par (B.1) est statique et a symétrie sphérique (cf. les définitions
données au § 3.2.1).

3  Puisqu’un observateur S est a coordonnées r, 6 et ¢ fixées, sa 4-vitesse doit étre
colinéaire & 8y : 4, = u? 8y. La relation de normalisation u, - @, = —1 s’écrit alors

20 20\ /2
goo(ud)P =1 <= —(1+= | () =-1 <= u’ =1+ = :
c? c?

Au premier ordre en ®/c?, il vient donc u! =1 — ®/c?, d’ou la relation (B.2).
4 On sait que —TI" est le produit scalaire des deux 4-vitesses (Eq. (2.102) du cours) :
I'=—u, -u.

On a donc, compte tenu de (B.2) et du caractére diagonal de (gap) :

20 o o
I' = —gagufuﬁ = —goguguﬁ = —gooulu’ = (1 + —2> (1 — —) u’ ~ (1 + —) u’,
c

d’ou la relation (B.3).

5 Onav-u, = gus0°ul = gaov®ul = gipviu? = 0 car gio = 0 pour i € {1,2,3}. Les
vecteurs U et 4, sont donc orthogonaux.
On a

drdr o d0dr 5 dedr 5 dr (dr z df > dy z
5 - & 7'6 7_89 4 7'8_ T(_Ta+%89+—¢3¢)

dran " T aran O ar @ T an \ar r
_ dr ra 2~ %)
= dT*c(u 0, +u" 0y +u ap),

ou pour écrire la derniére ligne nous avons utilisé 1’expression suivante des composantes
de la 4-vitesse de O (Eq. (2.85) du cours) :

u’/‘

lde o, 1

1ldy
= — u = — — _r
cdr’ cdr’

Sﬂ—_ .
cdr
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Par ailleurs, d’aprés 'Eq. (2.98) du cours, dr, = I'dr. On peut aussi 1’établir a partir de
(B.2) et (B.3) :

dr _dr dt oo o\ o\
i aan ) e= ) e

On a donc, en utilisant successivement (B.3) et (B.2),

= c(Ma— ),

d’ou la relation (B.5).

Au vu de (B.5), la condition de normalisation 4 - & = —1 s’écrit
(4, - U, +- i, - U+—U - v) = —1.
N—— C~~——~— C
-1 0

On en déduit immédiatement la relation (B.6) entre I' et ¥. Cette relation est identique
a celle de la relativité restreinte.

6 L’énergie du photon mesurée par S est (cf. Eq. (2.104) du cours)

P\ - P
E:—ﬁ*'ﬁc:—c(l——)@o-ﬁ:cK(l——),

c? c?

avec K := —8, - p. Notons que 8y - P = goap®™ = goop® = — (1 + 20/c2)p°, ce qui établit la
deuxiéme égalité dans (B.8).

7 Le vecteur 1 est orthogonal au vecteur u, car P 'est par construction.
La 4-impulsion d’un photon est nécessairement un vecteur du genre lumiére ; on a donc
successivement,

p-p=0

FE E

(_~*+pﬁ).<_a*+pﬁ,):o

c c

2 P )

= Uy Uy F2— U, - mM+P°n-n=0
-1 0 1
E2

2

==
E

P=—.
c

On retrouve donc la méme relation P = E//c qu’en relativité restreinte. Combinée a (B.7),
elle conduit & (B.10). La relation (B.9) permet alors d’écrire (B.11).
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8 L’énergie du photon mesurée par O est (cf. Eq. (2.104) du cours)

E = —cu-p

1 ®

= —cP('lL—F—’B)-{K(1—3)(ﬁ*+ﬁ)}
C C
o 1 1

_ —cPK(1——2) (ﬁ*-ﬁ*+ﬁ*-ﬁ+—6-a*+—6-ﬁ),
C ~—— M~ CN—— C

~1 0

d’ou I'Eq. (B.12).

9 La quantité K est conservée le long de la géodésique lumiére entre A; et A, car
K = —50 - p et 50 est un vecteur de Killing (c’est le vecteur de Killing associé a la
stationarité de ’espace-temps). La conservation de K, jointe a l'expression (B.12) de
I’énergie, permet d’écrire

ve By _To(1-3) (1 17y 0) 1)
v B Ty (11— %) (1- 27, -5) ‘

10 a)Pour @, =0 (=T =1)et ¥ =0 (=I5 =1), I'Eq. (C.1) se réduit a

$o

1) 1__2 1
= = o~ ]+ — (P — Dy).
” 1_% —0—62(1 2)

On retrouve la formule de 'effet Einstein vue en cours (cf. Eq. (3.65) avec z = (\y —

)\1)/)\1 = (VQ/Vl)_l — 1)
b) Si &, = ¥ = 0 (pas de champ gravitationnel) et v = 0 (récepteur immobile),

I'Eq. (C.1) se réduit a
1 -1
2 _pp (1——ﬁ1-61) .
%1 Cc

On retrouve la formule classique de 'effet Doppler en relativité restreinte, le terme 73,9y /¢
donnant 'effet Doppler du premier ordre (ou longitudinal) et le facteur I'; I'effet Doppler
du second ordre (ou transverse).

¢) Si ¥; = v; 1 (émetteur en mouvement dans la direction de propagation du photon),
onaly=(1-v{/c?) et 110, -9 =1-uv/c de sorte que la formule ci-dessus se

simplifie en
vo  [14+w/e
v | 1—u/c

La encore, on retrouve une formule classique de la relativité restreinte. On vérifie en
particulier que si Oy se rapproche d’Os, i.e. si v; > 0, alors vy > 1.

11 Au second ordre en v/c, on a, pour i € {1,2},

2\ —1/2 2
ri:(1—”—1) ~ 1 i

c2 2c2’
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si bien que le développement limité de (C.1) conduit a

2 2
vy V5 Oh O D, 1.,

— ~ 1+ = -—=||(l-—= |1+ ) (1——n2-

n ( i 202) ( 202) ( 02) ( N 02) ( Cn2 7))

]'—» — 1 — —
X [1—|——n1-v1+—2(n1-v1)21.
c c

Remarquons qu’il faut bien inclure le dernier terme pour avoir un développement limité
au deuxiéme ordre en v;/c. Au premier ordre d’approximation en ®/c? et au deuxiéme
ordre en v/c, on peut faire 1; ~ 7135 ~ 1. En développant la formule ci-dessus, on obtient
alors la formule (B.13).

Application numérique : pour une orbite circulaire et avec r; = 4Rg

GM

(&

=4.0x 10 ms™%

v =
Par ailleurs

vy = RpQg = 4.6 x 10° ms™.
11 vient alors

. U1

1
“feU=—=T7x107°
c 2c
1
STy = 2 =8 %107
c 2c
b, GM 10
—_ = — =—-1.7x10
c? 4c? Ry,
b, GM _10
— = — =—-7x10
c? ?Rg
2
Uy 11
— =9 x 10
2c2
U% —12

L’effet Einstein, exprimé par (®; — ®,)/c* dans la formule (B.13), est donc largement
dominé par l'effet Doppler du premier ordre, exprimé par 7 - v1/c et 1 - v3/c. On peut
cependant s’affranchir de ce dernier par une technique dite de transfert a deux voies, par
opposition au transfert a une voie étudié ici.

C.2 Equation de Killing

1 On a, pour tout vecteur ¥ € Tp(&),

(&, 0) = g(£,0) = gap®0” = gapv®. (C.2)
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Par ailleurs, par définition méme des composantes dans une base naturelle (cf. § 4.2.1),
§=CEadx” et v =0v"0,.
On en déduit (cf. Eq. (4.10))

(€,7) = (Eada®,0° 85) = £0° (dx®, B3) = E40°.
N———

6"‘ﬁ

En comparant avec (C.2), on obtient (B.15).
2 En considérant le champ scalaire f := &zu” défini le long de ., il vient

uVof = Vafu® = (Vf i) =u(f),

ot la derniére égalité résulte de la définition (4.4) du gradient, 4 (f) représentant 1'action
du vecteur 4 sur le champ scalaire f. Puisque 4 est le vecteur tangent & .Z associé au
paramétrage cr, on a (cf. Eq. (2.11) du cours)

df
u(f) = cdr|,
I1 vient donc y
1
uVof = L4 .
cdr|y,

En remplagant f par £su” et en omettant le | & puisque gu” n’est défini que le long de
Z, on obtient la formule (B.16).

3  On a, d’aprés le résultat (B.15),
Eou’ = gp, O = g(€,40) =€ i

Or, puisque é’ est un vecteur de Killing et .Z une géodésique, la quantité é - est constante
le long de £ (cf. § 3.4.1). On a donc

d

—(&5u”) = 0.

- (&s”)

En reportant ce résultat dans (B.16), il vient successivement
u*Va(Eau”) =0
U’O{(Vagﬁ u’ + gﬁvauﬁ) =0
Vg ueu® + ggu“vauﬁ =0.

Or uVau’ = (Vg u)? = 0 car la 4-vitesse 4 est transportée parallélement & elle-méme
le long de la géodésique .Z. On en déduit immédiatement (B.17).
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4 On peut écrire

1 1
Vs utuf = —(Vafg uu’ + Vaés UQUB) = —(Vagg + Vgﬁa)uauﬁ.
2 ———— 2

Vga uPue

L’équation (B.17) est donc équivalente a

ol A est la forme bilinéaire symétrique de composantes A,5 := Vs + Vg,. Comme A
est symétrique, elle est diagonalisable : cela signifie qu’en tout point P € &, il existe une
base (€,) de Tp(&) telle que

Abo(ug)® + Ay (uh)? + Aby(uy)® + Al (uy)® =0,

ot 'on a désigné par des primes les composantes dans la base (€,). L’identité ci-dessus
devant étre valable pour tout vecteur 4 unitaire du genre temps, on a nécessairement
Ay = Al = Ay = AL, =0, dott A =0 et donc A, = 0 dans n’importe quelle base.
Puisque Ans = Vaés + Vs, on obtient I’équation de Killing (B.18).

C.3 Trou de ver

1  Au vu des définitions données au § 3.2.1 du cours, l'espace-temps (&, g) est statique
et a symétrie sphérique.

2 La métrique g est asymptotiquement plate lorsque r — +oo our — —oo, car b>+r? ~
r? lorsque r — 4oo et (B.19) se réduit alors a 1’élément de longueur plat (métrique de
Minkowski) en coordonnées sphériques.

3 Pour t = const, § = const = 7/2 et r = const, (B.19) conduit a I’élément de longueur
suivant

ds® = (b* +r?) dp?.
La circonférence du cercle r = const est donc
2
€ = / VU2 +1r2de = 27V 0% + r2.
0
% est minimale pour r =0 :

min % = 2xb.

On en déduit allure des surfaces {t = const,# = 7/2} lorsqu’on les représente plongées
dans R?® muni de la métrique euclidienne (cf. Fig. C.1).

4  Les géodésiques lumiere vérifient la condition g.sdz®dx® = 0. Pour 0 et ¢ fixés
(c’est-a-dire df = 0 et dp = 0), 'Eq. (B.19) conduit alors a

—dt* 4 dr* = 0,
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-2.1 -4.0

F1GURE C.1 — Diagramme de plongement de la surface {t = const, # = 7/2} de I'espace-temps de trou
de ver (&, g) dans I'espace R? muni de la métrique euclidienne ; il s’agit d’un plongement isométrique :
la longueur d’un déplacement sur la surface donnée par la métrique euclidienne de R? coincide avec la
longueur donnée par la métrique d’espace-temps g.

dont les solutions sont

dr
— = *c.
dt
L’équation d’une géodésique lumiére radiale est donc
r=ct+ry (géodésique lumiére sortante)
ou bien
r=—ct+ry (géodésique lumicre entrante).

On en déduit que, le long d'une géodésique lumiére,

lim r =400 ou lim r = —o0.
t——+o00 t—+o00
Les géodésiques lumiére radiales atteignent toujours I'une des deux régions asymptotique-
ment plates : il n’y a donc pas d’horizon des événements. Autrement dit, ’espace-temps
(&, g) ne contient pas de trou noir.

5 En utilisant le temps propre comme paramétre, 1’équation des géodésiques (du genre
temps) s’écrit (cf. Eq. (2.132) du cours)

d?z o dxtdz”
dr? Wodr dr

La composante a = 1 (z* =r) est
d?r - dat dz” 0

g ar
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Compte tenu des symboles de Christoffel (B.21)-(B.23), il vient

d?r o> o (do\®
— —r|— | —rsin“d|—| =0.
dr? 7A(dT) e (dT
Pour des géodésiques purement radiales df/dr = 0 et dp/dr = 0, de sorte que I’équation
cherchée est
d*r
— = 0.
dr?
6 La solution générale de I'équation ci-dessus est bien évidemment une fonction affine
de 7, que l'on peut écrire comme (B.24).
Les composantes u® de la 4-vitesse sont données par (cf. Eq. (2.85) du cours)
o ldz®

U == )
c dr

Dans le cas présent, on en déduit u” = ¢~ tdr/dr = V/c, u® = 0 et u® = 0, soit

%
u® = (uo,—,O,()) )
c

La composante u” est déterminée par la condition de normalisation @ -4 = —1 :
@, B 0\2 oV Ve
GagU U = -1 <«— goo(u) +290ru_+ Grr 2:—1
\,1/ \0,./ c \1,./

V2

012 _

< —(u ) + ? = —1

V2

= =11+,
c

oll nous avons utilisé le fait que u® > 0 puisque u est orienté vers le futur. Les composantes
de la 4-vitesse le long d’une géodésique radiale du genre temps sont donc

Y%
ua:< 1+ —, —, 0, 0).
C C

Pour V # 0, 'Eq. (B.24) se met sous la forme

T —To
T =
\%
On en déduit que lorsqu’on se rend de r = rg a r = —r, le temps propre écoulé est
_ 2|

T = )
V]
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7  Les composantes du tenseur de Ricci sont données par (cf. Eq. (4.110) du cours)

or* oI+
_ af ap v v
fap = ot OB Al = Tl

Compte tenu des valeurs (B.21)-(B.23) des symboles de Christoffel, il vient

or* or*
e Ry = axSU _ axgu + FMOO FV/W N FVO/L FMVO —0.
0 0 o 0
r# or+
¢ RTT - aa /:T o a - + FNTT‘ FV/J,V - FVTNI‘,U,VT
- 7
ore , ore., ) o
- o or Dol g =I5, 17,
_ 2 v —r? 9 72 . 262
= (b2 4 T2)2 (b2 + 7’2)2 - (b2 T T2)2.
ort ort
* fop = axze B 86@ + FH%FVW - Fyeuruue
orr,, %, o
B 87“99 Y = T (T +1%,,) =170, T g5 = Tggl" g = T, 1%
1+ ! 2r r (=) + r cos? 0
g — —r o —r r -
sin? 6 b2 + 12 b2 + 12 b2 +1r2  sin?6
= 0.
or# oI+
— fad 2% v v
® Ryp = o Op +re, I, =TV,
0
orr or’?
_ o Py r 0 0 . .
B or + 00 +1 P (F ro Fww) +T <p<pl_‘<p9¢ - FWWF oo F‘pWF o0
r 0
-I Wrsow -T SDSDFSDGQD
0
= —sin®f — (—sin® 0 + cos®0) — rsin2952 Tz cos 0sin 6 x C?SQ
r sin
— i 6
Rz :; a(orsin®) = Z?Se(_ cos f'sin §) — rsin® 6 j; =t cos@sine(;)je

= 0.

Les composantes diagonales du tenseur de Ricci sont donc bien données par (B.25).

Remarque : Sib =0, on obtient R,, = 0, ce qui est compatible avec R.g = 0 et le fait
que la métrique (B.19) se réduit a la métrique plate (Minkowski) lorsque b = 0.
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8 Le tenseur d’Einstein se déduit du tenseur de Ricci par la formule (cf. Eq. (4.114) du
cours)

1
Gaﬁ = Raﬁ — §Rga5.

Pour le calculer, il nous faut donc la courbure scalaire R. Puisque les composantes de la
métrique dans les coordonnées (z%) = (ct,r, 0, ¢) sont diagonales, on a

20?
R=g"Ras =g" R " Rer+ 9" Rog +9°° Rpp = Ryr = ——7—53-
g 8=9 000 + 9 +g 099 +g PP (02 + r2)2
1 0
Les composantes diagonales du tenseur d’Einstein sont donc
1 b? b?
e Gop = Roo — 53900 =0+ m(_l) = _m
1 20? b? b?
GTT:RTT‘__R rr — — ]_:——
° o' (b2 + 12)2 + (b2 + 12)? X (b2 + 12)2
Goo = Rop — R 0+ e (0" +1%) = v
[ ) = — — g S r -
09 9~ 5 9o (02 1 r2)2 D21 2
1 v? s o . o, Db¥sin?@
.G%DZRWP_ingw:O—i_m(b +7’)SIH ezm

L’équation d’Einstien G5 = (87G/c*) T,5 implique

4

Tt
0 =2 &

GOO

Au vu de la valeur de Gy obtenue ci-dessus, on obtient 'Eq. (B.26).
Les composantes de la 4-vitesse i, de 1'observateur statique sont données par la for-

mule (2.85) du cours, avec dans le cas présent dr =0, df = 0 et dp = 0. On a donc

u =u? =u® =0: U, est ainsi colinéaire & 80 U, = uo 80 Or 80 est un vecteur unitaire

puisque goo = —1 = 50 . 50. Comme il est orienté vers le futur, on en déduit que
i, = 8.
La densité d’énergie mesurée par I'observateur statique est (cf. Eq. (4.116) du cours)
e = T(d., @) = T(8, 8y) = Too,

soit, d’apres (B.26),
ct b?

817G (02 + 12)2°

€=—

On constate que, pour b # 0,
e<0

La matiére que remplit I'espace-temps du trou de ver viole donc la condition d’énergie
faible (cf. § 4.4.1 du cours). Il ne peut par conséquent s’agir que d’une matiére trés
exotique.
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Remarque : 1l existe des solutions de trou de ver plus compliquées que (B.19) et ot
e > 0. Par contre, dans toutes ces solutions, il existe toujours des observateurs (non
statiques) pour lesquels la densité d’énergie apparait négative. La condition d’énergie
faible est donc toujours violée par ces solutions.

C.4 Observateur accéléré et horizon de Rindler

C.4.1 Mouvement uniformément accéléré

1.1  De part la définition u := c'dP /dt de la quadrivitesse, il vient immédiatement

. ldxe

u =

c dr

1.2 Onau-@=u-Vzu=1iVgz(u d)=3Vz(—1) =0. 4 étant un vecteur du genre
temps, on en déduit que @ est nécessairement du genre espace.

1.3  Auvude (B.27), les composantes g5 de g par rapport aux coordonnées (z*) sont
constantes. Par conséquent les symboles de Christoffel sont identiquement nuls : I'*5. = 0.
On a donc a® = w"V, u® = u'du®/dz#. Or u'du®/0z* = ¢ du®/dr [cf. Eq. (4.57)], d’on
la premiére égalité dans (B.31). La deuxiéme égalité découle alors de 'expression de u®(7)
obtenue en 1.1.

1.4 a)Pourt<0,7=tetu= 50. En particulier
u®(1) = (1,0,0,0) pour T <O0.

b) D’apres (B.31), les composantes a® ont la dimension de I'inverse d’une longueur ; il en
est donc de méme pour a.
c) La forme (B.32) de @ implique a¥ = a* = 0, ce qui, au vu de la relation (B.31), se
traduit par

du? du®

— =0 t = 0.

dr ¢ dr
Etant données les conditions initiales u¥(0) = 0 et u*(0) = 0 [cf. a)], ce systéme s’intégre
immeédiatement en u?(7) = 0 et v?(7) = 0, d’on (B.34). (B.35) n’est pas autre chose que
la condition de normalisation 4 - 4 = —1. Quant a (B.36), il s’agit de la condition (B.33)
compte tenu des composantes (B.31) de @ et de la forme (B.27) des coefficients métriques.

1.5 De (B.35) on tire u® = /1 + (u®)? (car u® > 0). En reportant dans (B.36), il vient

1 du®\” _ 2
1+ (u®)? \ dr ’

D’aprés (B.32), du”/dr = ca® > 0. En prenant la racine carrée de 1'équation ci-dessus on
obtient donc

du®

1
VI @y dr

ca.
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Etant donnée la condition initiale u®(0) = 0 [cf. 1.4a)], cette équation s’intégre en
u®(7) = sinh(acr).

Comme u° = /1 + (u*)? et 1 + sinh®(acr) = cosh?(acr), on en déduit
u’(7) = cosh(acr).

On peut donc écrire la quadrivitesse de O sous la forme

—

@ = cosh(act) 8, + sinh(act) 8.

1.6  a) Puisque u® = ¢~ 'dX/dr (réponse a la question 1.1), on déduit du résultat de
la question 1.5 que

dX° dX*
—— = ccosh(acr) et = csinh(acr).
T dr
Compte tenu des conditions initiales, X°(0) = 0 et X*(0) = 0, ce systéme s’intégre

immeédiatement pour donner (B.37)-(B.38). Quant aux résultats (B.39) et (B.40), ils dé-
coulent de (B.34) avec les conditions initiales X¥(0) = 0 et X*(0) = 0.

b) Dans le plan (¢, x), la courbe correspondant aux équations (B.37) et (B.38) est une
branche d’hyperbole, ayant pour axe la droite ¢ = 0 et pour asymptote la droite ct =
r +a !, c'est-a-dire A. L’équation de .Z en terme de (¢,z) s’obtient & partir de (B.37)-
(B.38) et de la relation cosh®z — sinh*z = 1 : il vient

(ax +1)* — (act)® = 1.

c) cf. Fig. C.2.
1.7 Ona

dx B dedr cu®

B sinh(act) sinh(acr)
CTa T drdt T w0

c =c
cosh(acr) \/ 1 + sinh®(acr)

En utilisant (B.37) on obtient
act

V1 + (act)?

Pour 0 <t « (ca)_l, c’est-a-dire 0 < act < 1, cette expression se réduit a v ~ c?at. On
retrouve I'expression non relativiste de la vitesse en fonction de I'accélération et du temps
avec la condition initiale v(0) = 0. Notons que c?a a la dimension d’une accélération.
Pour t — 400, la formule ci-dessus donne v — ¢ : la vitesse de O mesurée par I’'observateur
inertiel tend vers la vitesse de la lumiére, ce qui n’est pas surprenant puisque O est en
accélération constante.

V==~¢C
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25 -1 0 1 2 3 4
ax

FIGURE C.2 — Ligne d'univers de I'observateur O dans le plan (ct, ). Les quatre événements représentés
le long de .& sont étiquetés par la valeur du temps propre 7, en unité de (ca)~! : 7 =0, 0.5(ca) ", (ca)~!
et 1.5(ca)™L.

C.4.2 Décalage spectral et effet Einstein

2.1 Dans le diagramme d’espace-temps en (ct, x), les lignes d’univers des photons sont
des droites de pente £45° (cf. Fig. C.3). Pour que le photon atteigne la ligne d’univers
de O on en déduit que le point d’émission doit étre situé en dessous de I'asymptote A
a la branche d’hyperbole (A est elle-méme une droite de pente 45°). Cela équivaut a la
condition (B.41). Les événements situés au dessus de A dans le plan (ct, z) ne sont donc
jamais visibles pour 'observateur O : A constitue un horizon pour O.

2.2 Le photon est recu dans la partie accélérée de la ligne d’univers de O, c’est-a-dire
la partie ¢ > 0 (branche d’hyperbole dans le diagramme ci-dessus).
Il faut distinguer deux cas (cf. Fig. C.3) :

1. Le photon est émis dans la partie du diagramme située a gauche de £ : sa ligne
d’univers est alors une droite de pente +45°, dont 1’équation est

XO(1) — ctem

= 1.
X%(T) — Tem

En remplacant X°(7) et X*(7) par les valeurs données par (B.37) et (B.38), on
obtient sinh(act) —actey, = cosh(act)—1—azey, soit 14+a(Tem — ctem) = cosh(act)—
sinh(act) = exp(—act). D’ou (B.42).

2. Le photon est émis dans la partie du diagramme située & droite de .Z : sa ligne
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FIGURE C.3 — Emission d’un photon par un observateur inertiel (quadrivitesse 50) et réception par O
(quadrivitesse @). Le vecteur p est la quadri-impulsion du photon. La zone hachurée représente la région
d’espace-temps cachée de O par 'horizon de Rindler H. L’intersection de ce dernier avec le plan de la
figure est la droite A asymptote de .Z.

d’univers est alors une droite de pente —45°, dont I’équation est

XO7) — clem .
Xo(7) = Tem
Il vient alors sinh(act) — acte, = — cosh(act) + 1 + aZep, soit 1 + a(Tem + ctem) =

cosh(act) 4 sinh(act) = exp(act). D’oun (B.43).

Lorsque a — 0, on peut développer les logarithmes au premier ordre et (B.42) et (B.43)
se réduisent respectivement a

xem .
T >~ tem Sl Zem <0
c
xem .
T~ tom + . Si Tem > 0.

On reconnait les temps de réception que ’on aurait obtenus si O était resté immobile en
xz=0.

2.3 P est un vecteur du genre lumiére tangent au plan (ct,x). Il s’écrit donc p =
a(0y + 8,), le signe + correspondant au cas no. 1 ci-dessus (propagation vers la droite)
et le signe — au cas no. 2 (propagation vers la gauche). L’énergie du photon mesurée par

I’observateur inertiel est donnée par la formule ., = —50 - pc (cf. § 2.5.4). On obtient
ainsi €ey = ac, d’ou (B.44).
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50 et 533 étant deux vecteurs de Killing de 'espace-temps de Minkowski (associés respec-
tivement & la stationnarité de cet espace-temps et & son invariance par translation dans la
direction z), et le photon décrivant une géodésique, les quantités 50 -p et 535 - P sont con-
servées le long de la ligne d’univers du photon. Elles valent respectivement 50 ‘D= —Eem/C
et 3 P = £eem/c. Dans le cas présent (espace—temps de Minkowski), les vecteurs 50 et
d, sont constants sur & (V8 = 0 et V8, = 0), il en est donc de méme pour p.
L’énergie du photon mesurée par O est

Eree = —U-Pc=— [uo(r)(‘;o + u””(r)éx} - pc = —c[uo(r) Dy - P +u'(1) 8, - p
:_56111/0 ::l:Eem/C

= Eem [u(T) Fu'(7)] .
En reportant les valeurs de u°(7) et u*(7) obtenues au 1.5, il vient
Erec = Eem |COSh(acT) F sinh(acT)] = cem exp(FacT),

le signe — correspondant au cas no. 1 du 1.8 (propagation vers la droite) et le signe + au
cas no. 2 (propagation vers la gauche). En utilisant la formule (B.42) [resp. (B.43)] pour
le cas no. 1 [resp. no. 2|, on obtient

Erec = Eem |1 + A(Tem — Clem)] Si ZTem <a”! [ 1+ (actem)? — 1}
Erec = Eem |1 + a(Tem + Clem)] Si Tem > a ! [ 1+ (actem)? — 1} )

Lorsque le point d’émission s’approche de H, Tem + a~ ! — ¢t — 0 et on se trouve dans
le cas no. 1 (c’est-a-dire a gauche de .Z). On doit donc utiliser la premiére des formules
ci-dessus, qui conduit & ... — 0. Ainsi ’énergie regue des photons émis prés de ’horizon
tend vers zéro.

2.4 Sitey = 0, les deux formules obtenues au 1.9 se réduisent immédiatement a (B.45),
sans distinction sur xe, (c’est-a-dire a la fois pour Zey, < 0 et pour xe, > 0). Le décalage
spectral est donné par la formule z = Ajee/Aemn — 1, avec des longueurs d’ondes dans le
rapport inverse des énergies. D’oll

1
1+ azen

Lorsque a|zen| < 1, le développement limité & lordre un en axe, conduit a (B.46).
Puisque a a la dimension de l'inverse d’une longueur, la dimension de g est celle d'une
accélération.

Pour comparer avec le décalage spectral gravitationnel (effet Einstein) considérons la
formule (3.69) avec Ay = 0. Elle s’écrit

_ Ghem
=T
ot g = |g(rg)| est la valeur absolue de I'accélération de la pesanteur au niveau du ré-

cepteur et he, laltitude de I'émetteur par rapport au récepteur. Si 'on identifie zq,, et
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hem, on obtient un accord parfait entre la formule de Ueffet Einstein et (B.46). Ceci est
une conséquence du Principe d’équivalence : localement, on ne peut distinguer le champ
gravitationnel d'une accélération dans 'espace-temps de Minkowski. Notons que les signes
sont bien corrects : la quadriaccélération @ vers les x croissants crée dans le référentiel
de 'observateur O une force d’inertie dirigée vers les o décroissants. Si on identifie cette
force d’inertie a la pesanteur g, le « haut » pour O est donc pour x > 0 et le « bas » pour
x < 0. Cela justifie 'identification Ten = hem.

C.4.3 Coordonnées de Rindler

3.1 Soit M un point générique de R, de coordonnées (ct, z,y, z). Le vecteur O(T)jq
est tangent a R, et doit donc obéir a 4-O (1) M = 0. Les composantes du vecteur O ()
sont (ct — X°(7),x — X*(7),vy, 2) et celle de 4 sont (u® = cosh(acr), u® = sinh(acr),0, O!
(d’aprés la réponse a la question 1.5). La relation d’orthogonalité entre w et O(T)
s’écrit donc

— cosh(act) [ct — X°(7)] + sinh(act) [z — X*(7)] = 0.

En reportant les valeurs de X°(7) et X*(7) données par (B.37) et (B.38) et en divisant
par cosh(act), on obtient (B.47).

Les coordonnées du point A vérifient 'Eq. (B.47), donc A € R,.

Quelques hyperplans R, sont représentés (comme des droites) dans le diagramme d’espace-
temps de la Fig. C.4.

3.2 Puisque €(y) est tangent au plan (¢, z), il s’écrit nécessairement sous la forme (B.48).
Les conditions (iii) et (iv) impliquent que les vecteurs €y et €(3) soient dans le plan (y, 2).
Comme de plus, ils doivent étre unitaires et orthogonaux, le choix (B.49) est permis.

Les composantes de 5(1) découlent des deux conditions €(y) - en =1 (vecteur unitaire) et

u- €y =0 (€q) tangent a R;). Ces derniéres s’écrivent respectivement, compte tenu des
composantes de ¢ obtenues au 1.5,

_[6?1)]2 + [63(731)]2 =1

— cosh(acr) 6(()1) + sinh(acr) ey = 0.

De la deuxiéme équation on tire 6?1) = tanh(act) ef}). En reportant cette valeur dans la
premiére équation, il vient [6%1)]2 / cosh?(act) = 1, soit, puisque ety >0, efy = cosh(acr).
On a alors 6(()1) = sinh(act). Au total,

—

€1y = sinh(acr) 8y + cosh(acr) 8,.

3.3 Au voisinage de .Z, 'hyperplan R, coincide avec I’hypersurface de simultanéité de
O pour le temps propre 7 (cf. Fig. 2.15). 1l est donc naturel que O attribue la coordonnée
temporelle 7 au point M. Puisque (€, €2), €(3)) est une base orthonormale de 'espace
vectoriel tangent & R, £, y et z sont les distances métriques entre les points O(t) et M,

tous deux situés dans R,. Pour M proche de & (en fait tel que O(T)M-O(T)M < a~2),
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FIGURE C.4 — Méme diagramme d’espace-temps que sur les Fig. C.2 et C.3, mais sur lequel on a
dessiné I’espace local de repos de O, R, pour quatre instants différents : 7 = 0, 0.5(ca)™!, (ca)™! et
1.5(ca)~!, ainsi que des lignes de coordonnée & constante.

ces distances peuvent étre obtenues par la méthode « radar » exposée dans le § 6.4.
Les coordonnées minkowskiennes de O(7) sont (X*(7)) [formules (B.37)-(B.40)] et celles
de M sont (ct,z,y, z). On a donc

O()M = [ct — X°(1)] o + [z — X*(r)] 8, +y B, + 2.

En remplacant dans 'expression (B.50) les €(;) par leurs valeurs obtenues au 3.2, a savoir
€y = sinh(acr) 9y + cosh(act) 8, €9 = 5y et €3y = 0., et en comparant avec la
décomposition ci-dessus, on obtient évidemment y = y et z = z, ainsi que

¢sinh(act) = ot — X°(7)
¢cosh(acr) = o — X(7).

En remplagant X°(7) et X®(7) par les expressions (B.37) et (B.38), on obtient (B.51).
Quelques lignes de coordonnée £ constante sont représentées sur la Fig. C.4.

L’équation de la ligne d’univers .Z dans les coordonnées de Rindler est £ = 0, y = 0 et
z = 0. En reportant ces valeurs dans (B.51), on obtient bien (B.37)-(B.40).

3.4 H est donné par 'équation ¢t = x+a~! (cf. 2.1). En reportant dans (B.51), il vient
(€ + a ) sinh(act) = (£ + a7 ') cosh(acr), c’est-a-dire (£ + a™!) exp(—act) = 0. On en
déduit

€|H =—a"".
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3.5 En différenciant les deux premiéres expressions de (B.51), il vient

cdt = (14 a&)cosh(act)cdr + sinh(act) d§
dr = (1+ a&)sinh(act)cdr + cosh(act) d€.

En utilisant cosh®(act) — sinh?®(act) = 1, on en déduit
—dt? + da? = —(1 + a&)*Adr? + d&>.

En reportant dans (B.27), avec g, dz" dz¥ = ¢',, dx"" dz'”, on obtient (B.52).

Remarque : on peut également obtenir (B.52) en appliquant la loi de transformation
des composantes d'un tenseur deux fois covariant : ¢, 5 = g, 0x* /02’ 02" [0z’ 7 avec la
matrice jacobienne dx*/0z'* déduite de (B.51).

3.6 D’apreés (B.52), 896/—;” = 0. On en déduit que 5T est un vecteur de Killing. De plus,
il s’agit d’'un vecteur de genre temps : 57 . 57 =g . =-31+a&)?*<0. 5T est donc le
vecteur de Killing associé a la stationnarité du référentiel de 1’observateur O.

En revenant a la définition premiére des vecteurs comme des opérateurs différentiels agis-
sant sur les champs scalaires, on obtient

.9

T:E

_ 9
g_act

oct

L, 0T

0

+8x

%
, Ot

_ oa
5_87'

- ox

o a—T&B.

3 3 3

En utilisant (B.51) pour exprimer les dérivées Oct/OT et Oz /0T, il vient
9, = ca(§+a) [COSh(aCT) 8y + sinh(acr) 5;] .

En invoquant de nouveau (B.51), on peut mettre cette expression sous une forme trés
simple :
9, = ca [(l’ +a Yy +ct 533] :

3.7 Cherchons les géodésiques de longueur nulle a partir de I’élément de longueur (B.52),
en y faisant dy = 0 et dz = 0, puisque on se restreint au plan (ct, z) :

0= — (14 a&)’Pdr? + de?,

d’ou
dg

cdr =+ .
1+ a&

L’intégration donne
cr = £a ' In(1 + a&) + const,

le signe + correspondant au sens de propagation des photons. Ces géodésiques sont
représentées sur la Fig. C.5 dans un diagramme d’espace-temps en coordonnées de Rindler.
On remarque qu’au voisinage de la ligne d’univers .Z de I'observateur O, les géodésiques



268

Solutions des problémes

3 T T T T T T T T T T T
2 Bk Y Y D s e
5 I i
© | 4
1 .................................................................................................................
Hl L ]
0 I | I I ! ! 1 ! 1 ! e
-1 0 1 2

ag
FIGURE C.5 — Géodésiques lumiére dans un diagramme d’espace-temps en coordonnées de Rindler

(eT,8).

sont inclinées & +45°, tout comme dans un référentiel inertiel : les effets de 'accéléra-
tion ne se font sentir qu’a une distance finie de .. On remarque également qu’aucune
géodésique ne provient de 1'horizon H.

3.8 Les symboles de Christoffel sont obtenus par la formule (2.130) :

= lg/’yo’ <<9g/(,5 8g’ao 8g/a
af T 2

ox'® + ox'? ox'’

Etant données les composantes (B.52), on obtient

1 99’ a9’
F,O _ B a0
e 2(1 4 a&)? (8:10’“ * dx'? )
o L[99 09w 99
af 2\ 0z’ 928 o€

M. =0, a=23.

Finalement, les seuls symboles de Christoffel non nuls sont

_a
1+ ag

"o =T" et Ty =a(l+af).

3.9 Les composantes du tenseur de Riemann se calculent en injectant les symboles de
Christoffel dans la formule (4.98). On obtient, pour toutes les composantes :

R“, ., =0.

Buv
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Par exemple,

0 /0 /0 0 0 a a2 .
a0 =Tl =~ (g )~ (a0

Le résultat ci-dessus était attendu : il signifie que le tenseur de Riemann est identiquement
nul dans la région couverte par les coordonnées de Rindler. Or cette région n’est ni plus
ni moins qu’une région de ’espace-temps de Minkowski, dont on sait que le tenseur de
Riemann vaut zéro (espace-temps plat).

/0 _
R 101 —

C.5 Expérience de Hafele & Keating

1 A un trés bon degré d’approximation, la Terre est un corps & symétrie sphérique.
D’apreés le théoréme de Birkhoff (cf. § 3.2.4), la métrique a l'extérieur de la Terre est alors
la métrique de Schwarzschild, avec comme paramétre M la masse de la Terre.

2 Non. Les coordonnées (ct,r, 0, ¢) sont lices au vecteur de Killing 5t, qui est associé
au caractere statique I'espace-temps de Schwarzschild (cf. § 3.2.1). Elles ne tournent donc
pas. Autrement dit, pour » — oo, elles coincident avec les coordonnées d’un observateur
asymptotiquement inertiel.

3 Par définition de la 4-vitesse (cf. § 2.85),

o Lldz®  1dx*dt u®dx®
Uw =—-———= - — = ——
cdr cdt dr ¢ dt

(C.3)

On a donc (compte tenu de 2° = ct)

u® = u° (1, E, o %) . (C4)

u® est déterminé par la condition d’unitarité de @ : 4 - 4w = —1, qui est équivalente &

Japu®u® = —1. Avec les coefficients métriques donnés dans 1’énoncé, il vient
2GM 2GM\
— <1 . ) (u®)* + (1 -, ) (u)? +r? [(u?)? +sin’6 (u?)?] = -1, (C.5)
soit, au vu de (C.4),
2GM 2GM\ " 72 02 P>

02 | _ LA BT S i B R

(u”) [ 1+ = + (1 = ) 2 +r <c2 + sin“ 6 = 1. (C.6)

Puisque u’ > 0 (u® = dt/dr), on en déduit

—1/2

-1
uoz{l—QG—M—i[(l—mM) 7"2+7“292+7‘231n29gb2]} : (C.7)

c2r c? c2r
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4  Sil’observateur n’est pas animé d’une vitesse relativiste par rapport aux coordonnées
de Schwarzschild,

7/ < 1, 0%/ < 1, et o’/ < 1. (C.8)

Par ailleurs, comme r > R (R = rayon de la Terre), GM/(c’r) < Eg, o Zg :=
GM/(c*R) ~ 7 x 10710 est le facteur de compacité de la Terre (cf. Tableau 3.1). D’ou

GM

cr

< L (C.9)
Au vu de (C.8) et (C.9), il est légitime d’effectuer un développement limité au premier
ordre de (C.7); on obtient ainsi

GM
u~1+

1
2, + 52 (r + 726 + 1% sin 0 ¢2) . (C.10)

5 Puisque u° = dt/dr, on a immédiatement

to
AT—/ dT—/ dt (C.11)

En effectuant un développement limité au premier ordre de 1/uY; il vient

b2 M 1
AT :/ {1 ¢ (r +720% + 2 sin® 0 )} dt. (C.12)
t1

2r 22

6  Pour l'observateur qui reste au sol, r = R = const, 7 = 0, § = const, 6 =0 et
¢ = Q = const. L’intégrant de (C.12) est alors indépendant de ¢, de sorte qu’il vient

(C.13)

GM  R*Q?sin’0
A7—501 — |:]- - 02R - 202 :| At

7 Pour I'avion, compte tenu des hypothéses faites, 7 = R+ h = const, 7 = 0, § = const,
0=0,rsinf0p=V4+rQsind =V + (R+ h)Q2sinf = const. L'intégrant de (C.12) est de
nouveau indépendant de ¢ et il vient

012
ATpvion = |1 — GM _ [V + (R + h)Q2sin 0]
(R +h) 2c2

} At. (C.14)

8  En faisant le rapport de (C.14) et (C.13), le terme At s’élimine et on obtient

ATavion _ GM V4 (R+R)Q sin 0]? < GM R*Q%sin?0]
N A(R+h) 2¢? 2R 2c?
o GM V24 2V(R+ h)Qsind + (R + h)*Q*sin® 0
- Q(R—I—h)_Q_cz[ +2V(R+ h)Qsinf + (R + ) sin ]
GM oo
+02R R 0?%sin? 6, (C.15)
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ou l'on a effectué un développement limité pour obtenir la seconde ligne. Aprés simplifi-
cation des termes en R2Q2%sin? , on aboutit a la formule demandée :

ATavion - A7—sol o GM h . 1
ATl 2 R(R+h) 2

[VZ + 2V (R + h)Qsin € + h(2R + h)Q*sin* 6] .

(C.16)
h étant l'altitude de 'avion et R le rayon de la Terre, on a toujours h/R < 1. En se
limitant au premier ordre en h/R, la formule ci-dessus s’écrit alors

ATavion - ATsol . GM RQ sin #
ATsol B 2R c?

. h V[V .
(RQ sm9 + V):| E - g (5 + RQ SlIl¢9> . (Cl?)

On peut simplifier le terme en facteur de h/R, en remarquant que

(RQ? _GM  _ VEQ _GM
c2 2R ¢ c? 2R’

(C.18)

En effet, Q = 7.3 x 107° rads™", R = 6.4 x 10° m et V ne dépasse pas 1000 kmh™! =
277 ms™ !, si bien que

V R}

2

Q2
(R2) =24x107"% et max(

) =14 x107" (C.19)

C C

Puisque GM /c?R =T x 1071 = =, (facteur de compacité de la Terre), on en déduit que
les inégalités (C.18) sont vérifiées. On peut donc réduire le terme en facteur de h/R dans
(C.17) &a GM/(c*R) et écrire

_ Y (L Ras 2
Ar 2R R 2\3 + RQsind (C.20)

ATavion = ATt GM bV (V )

Le premier terme du membre de droite, GM/(c*R) h/R, correspond a leffet Einstein
décrit au § 3.4.2. Il est toujours positif, ce qui implique que ’observateur dans I’avion vieil-
lit plus vite que celui resté au sol, ce dernier étant plus profond dans le champ gravitation-
nel de la Terre. Le second terme du membre de droite de (C.20), =V (V/2+ RQsin6)/c?,
correspond a la dilatation des temps des corps en mouvement en relativité restreinte. Son
interprétation n’est pas directe car ni ’avion ni la station au sol ne sont en mouvement
inertiel : tous deux tournent par rapport a un référentiel inertiel. Le signe de ce terme
dépend d’ailleurs du sens du mouvement de I'avion. Pour des vitesses d’avion typiques
(|V| < 1000 kmh™") et un angle 6 pas trop petit, on a en effet toujours V/2+RQsin @ > 0,
de sorte que le signe du terme —V (V/2+ RQsinf)/c* est celui de —V, c’est-a-dire positif
pour un vol vers I'ouest et négatif pour un vol vers ’est. On peut comprendre ce comporte-
ment si on se souvient que la dilatation des temps de la relativité restreinte signifie qu'un
observateur en mouvement par rapport a un observateur inertiel vieillit moins vite que ce
dernier, les géodésiques du genre temps empruntées par les observateurs inertiels étant les
lignes d’univers qui mazimisent le temps propre entre deux événements donnés (cf. § 2.6).
On peut alors comparer la vitesse de 'avion f/avion mesurée par un observateur inertiel



272

Solutions des problémes

(observateur de coordonnées (r, 6, ¢) fixes) et la vitesse Vi de la station au sol, mesurée
par le méme observateur. Pour un vol vers I’est, soit dans le méme sens que la Terre, on a
|‘~/avion] > |‘7sol|, de sorte que la dilatation des temps est plus grande dans le cas de 'avion
que dans celui de la station au sol. En omettant le terme gravitationnel discuté plus haut
(effet Einstein), on a donc AT,yion — ATso < 0, ce qui correspond effectivement au signe
de —V. Au contraire, si le vol a lieu vers I'ouest, |f/avion] < |1~/801] et ATavion — ATsor > 0, du
méme signe que —V dans ce cas.

9  Avec les valeurs données,

GM h

2R R
Par ailleurs, une latitude de 30° correspond a 6 = 60°, et |V| = 830 km h™' =231 ms™!,
d’ott

ViV
e pour le vol vers l'est : V = +231 ms™!: —— (5 + R{)sin 9> = —-1.3x107'%;

ViV
e pour le vol vers l'ouest : V = —231 ms™! : - (5 + RQ)sin 9) =7.4x1071.
c

9.8 x 10713,

Ainsi

e pour le vol vers l'est : =—-35x10713;
A7-sol A
Tavion — AT,
e pour le vol vers l'ouest : — 2 ol —1.7x 10712
A7—501

10 Pour estimer 07q €t dTouest, 1l suffit de multiplier les valeurs relatives ci-dessus par
la durée totale du vol. Cette derniére est approximativement la méme pour le vol vers
I’est que pour celui vers 'ouest et vaut

2rRsin 6
ATyt 2 Aygion = — 207 (C.21)
V]
L’application numérique donne A7y, = 1.5 x 105 s = 42 h. On en déduit
0Test = —D2 18 et OTouest = 255 ns. (C.22)

En comparant avec les données de 1’énoncé, on en tire deux conclusions :

e les résultats ci-dessus, basés des trajectoires trés simplifiées des avions, sont en bon
accord avec les prédictions théoriques basées sur les trajectoires réelles, c’est-a-dire
utilisant 'Eq. (C.12) plutét que 'équation approchée (C.14);

e compte tenu des barres d’erreur, l'effet Einstein (relativité générale) ainsi que la
dilatation des temps des corps en mouvement (relativité restreinte) sont pleinement
confirmés par ces expériences.

C.6 Quadriaccélération et dérivée de Fermi-Walker

1  On a, par définition [cf. Eq. (2.85)],

1dXx®
Y= . 2
“ c dr (€.23)
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2  On a tout simplement

. Of
= —. 24
Vaf 8$O‘ (C )
On en déduit ~
N - 1dX* of
L= == —_— 2
Vaf=u"V,f ey (C.25)

Or en dérivant la relation f(X°(7), X'(7), X%(7),X3(r)) = f(r) par rapport a 7, on
obtient, & un facteur ¢ prés, le membre de droite de 1’équation ci-dessus. D’oui la relation

-~ 1df
o =2 2
u*Vof - (C.26)
3 Ona
1 1
a-u=Vgzu-u==-Vzu -u)=-Vz-1)=0. (C.27)

2

Le caractére unitaire de u assure donc l'orthogonalité de a et u.

Remarque : w étant un vecteur du genre temps, cela implique que @ est du genre espace.
Si .Z est une géodésique de (&, g), alors la 4-vitesse est transportée parallélement a

elle-méme le long de .Z, autrement dit Vz u = 0, c’est-a-dire @ = 0.

4 Ona
« 14 « 14 8ua «
a® =u'V,u® =u <ag;” +T Myu‘u> , (028)
soit
VLIS S (C.29)
a“ =u utu”. .
axu 224

5 D’apres les résultats (C.26) et (C.23),

ou® 1 du® 1 d?X~

v

Yo T dr T @ drz (C-30)
si bien que (C.29) s’écrit
1 [(d*X~ dX* dXv
C=—|—5+1I" . C.31
¢ c? < dr? Wodr dr > ( )

En comparant avec I’équation des géodésiques paramétrées par le temps propre [Eq. (2.132)],
on retrouve le résultat de la question 3 : @ = 0 ssi .Z est une géodésique.

6  On a, par définition,

DEVG = Vet + (4 4) @— (@ 4) 4 = 0. (C.32)

N
u
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Soit ¥ un vecteur orthogonal & 4 en tout point de .Z. On a alors

i@ DIVG = w-[Vao+ (i-6)d—(a- )i
W -Vat+ (4 0) g -d—(a-v) i i
=0 =—1

~ 0 (C.33)

La dérivée de Fermi-Walker de v est donc orthogonale & u si ¥ 'est. Par contre,

@ -Vat=Vg (i -0)—6-Vaii=—a-v, (C.34)
\,—/ v
=0 =a

avec, dans le cas général, @ - v # 0 (@ et ¥ sont deux vecteurs dans 1’hyperplan normal
a u; ils n’ont a priori pas de raison d’étre orthogonaux entre eux). La dérivée covariante
V& ne préserve donc pas 'orthogonalité par rapport a la ligne d’univers, contrairement
a la dérivée de Fermi-Walker.

7 On a, d’aprés (C.26),

1d . . o
EE(’U"UJ) = Vi@ @) =Vg0 - w+0 Vg

Le produit scalaire ¥ - w est donc constant le long de .Z.

8 _; est clairement un opérateur linéaire. Il vérifie de plus

La(@) =a+ (d-@) @=0, (C.36)
=1

et, pour tout vecteur ¥ orthogonal & u,

1a(¥)=v+ (u V) u="7. (C.37)
=0
L’opérateur linéaire Lz se réduit donc a 'identité dans I’hyperplan normal & 4 et s’annule
dans la direction de u. Ces deux propriétés montrent qu’il s’agit du projecteur orthogonal
sur 'hyperplan normal & 4 (espace local de repos de I'observateur ). On a, pour tout
vecteur U,

—

Lg(B) =+ (4@ 0) 4 = v, + (usv?) u*8, = (6% + u®ug) v ., (C.38)
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d’ou
1% = 6% + uug. (C.39)

9 On a, pour tout vecteur v orthogonal a u,

DIVG = Vao+ (6 -0)d—(d 0)d

= 14(Vad). (C.40)

En particulier, on retrouve la propriété de préservation de I'orthogonalité & w établie a la
question 6.

C.7 DModéle d’étoile incompressible

1 Dans la matiére froide, la vitesse du son est donnée par la formule (B.94) :

Co = @
s T dp'

Dans le cas incompressible, p ne dépend pas de p, d’ou ¢;? = dp/dp = 0, ce qui conduit &
une vitesse du son infinie. Ce n’est pas réaliste, car dans le cadre de la relativité, la vitesse
du son ne doit pas dépasser la vitesse de la lumiere.

2 Puisque p(r) = py = const, il vient immédiatement m(r) = 4mwpyr3 /3 + const. On fixe
la constante & zéro car il est nécessaire d’avoir m(0) = 0 pour que le coefficient métrique
a(r) soit régulier au centre de I'étoile. On a donc m(r) = 4mwper®/3. En r = R, cette
relation donne

M = ?pOR?’. (C.41)

Pour r > R, p = 0 et donc dm/dr = 0. On en déduit m(r) = M pour r > R. En exprimant
po en fonction de M et R via (C.41), on peut donc écrire

3

m(r):M% pour 0 <r <R

m(r) =M pour r > R

(C.42)

3  Puisque nous faisons 'hypothése de la symétrie sphérique, la métrique a I'extérieur
de I’étoile est la métrique de Schwarzschild, en vertu du théoréme de Birkhoff (cf. § 3.2.4).
Les coordonnées que nous utilisons coincidant avec les coordonnées de Schwarzschild &
I’extérieur de 1’étoile, on a donc

2GM 2GM\
900:1_ et Grr = 11— )

c2r
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d’otu, par définition de v et v :

2GM
e’ = 41— 5 pour r > R, (C.43)
cr
2GM\
) = (1 - — ) pour r > R. (C.44)
c2r

4  Puisque p = pp, la troisiéme équation du systéme TOV se met sous la forme

1 dp dl/_o
poc+pdr  dr

Cette équation s’intégre immédiatement en In(poc® + p) + v = const. En prenant 1’expo-
nentielle, on obtient
[poc® + p(r)] e = const. (C.45)

A la surface de I'étoile, p = 0 car la pression externe est nulle (vide) et la pression est
une fonction continue pour une configuration d’équilibre. Quant a v, sa valeur a ’extérieur
de I’étoile est donnée par (C.43). Comme la métrique est continue dans tout I’espace-temps
&, il en est de méme de v. On a donc, a la surface de I'étoile,

R
/B = /1 - ES’ (C.46)
olt nous avons introduit le rayon de Schwarzschild de I'étoile, Rg = 2G'M/c%. 1l s’agit du
rayon aérolaire du trou noir qui aurait la méme masse que I'étoile. Grace a (C.46) et a
p(R) = 0, on obtient la valeur de la constante dans (C.45) :

B
R )

R
const = (poc® +0)4/1 — ES = poc?y /1 —

R
[poc® + p(r)] ") = ppc?y /1 — ES (C.47)

5 En reportant la valeur (C.42) de m(r) obtenue & la question 1 dans la deuxiéme
équation du systéme TOV, on obtient, pour r < R,

Ldv _ (, Rsr*\" By 4G
rdr R3 2R3 AP

En remplagant p par sa valeur tirée de (C.47) et en remarquant que

e G M 3Rs

2 T 4/37R3 2R3’

d’ou

on obtient I’équation demandée :

1dv Rs Rs 7“2 - 3 _ Rs
rdr R ( R > 2° V'R (C.48)
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FIGURE C.6 — Coefficient métrique e = \/—goo pour différentes valeurs du paramétre de compacité
E=1/2 Rs/R.

Le changement de variable z := /1 — Rgr2/R? se traduit par
ldv. ldvdx  Rsldv
rdr  rdrdr  R3xzdx’

A 3R
a2 R’

En posant N := €, on obtient I’équation différentielle linéaire

si bien que (C.48) devient

g — N =—-24/1- =2 (C.49)

Une solution particuliére est la fonction constante N = 3/24/1 — Rg/R. Par ailleurs,
la solution générale de I’équation homogéne z dN/dx — N = 0 est N = ax, ol « est une
constante. On en déduit la forme de la solution générale de (C.49) :

3 Rg
N = 41-=
am—|—2 R

v R5T2 3 Rs
e =ay/1— B —1—5\/1—?.

La valeur de a est déterminée en faisant » = R dans ’expression ci-dessus et en comparant
avec (C.46). Il vient immédiatement o = —1/2; d’ou

3 Rs 1 R 12
vy 23 [y _fis 1) Bs
¢ 9 R 2 R3

soit, en terme de r et v :

pour 0 <r < R. (C.50)
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FIGURE C.7 — Profil de pression dans I’étoile. A gauche : valeur de la pression en unité de poc?; a
droite : pression rapportée a la pression centrale.

Ce résultat vient en complément de (C.43), qui donne la valeur de v(r) pour r > R.
Le graphe de ¢”, obtenu en combinant les formules (C.43) et (C.50), est représenté sur
la Fig. C.6. On constate que e est bien continu, et méme différentiable, a la surface de

I’étoile.
6  On tire de (C.47) que
R
p:pog( \/1—§—1)
En reportant la valeur de e” donnée par (C.50), il vient
R
(o
p = poc —
3 _Rs 1 /9 _ Rsr?
2'\/ R 2V R3

\/1 . Rsr2 o \/1
3\/1 — B _ \/1 e ‘ (C.51)

Le numérateur s’annule pour » = R; on a donc bien p(R) = 0. Le profil de pression dans
I’étoile donné par la formule ci-dessus est représenté sur la Fig. C.7.
En faisant » = 0 dans (C.51), il vient

soit

R,
1— /11

Pe = poc? . (C.52)

R,
3./1— B —1

Puisque Rs/R = 2=, on peut réécrire cette formule comme

L, 1-yi-22
Pe = o€ 3\/1—2_—1'

(C.53)
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FIGURE C.8 — Pression centrale p. en fonction du paramétre de compacité = de I’étoile.

Le graphe de cette fonction est dessiné sur la Fig. C.8. Il présente une asymptote verticale.
Cette derniére est due a 'annulation du dénominateur de (C.53), qui se produit pour

! (C.54)

max -— -
9

—_
— -
— -

[1]

On a donc p. — +oo lorsque = — 4/9. Par conséquent, une étoile statique constituée
d’un fluide incompressible ne peut avoir un rapport Rs/R plus grand que 2 x 4/9 = 8/9.

Remarque : Cette limite est en fait générale : ainsi que l’a démontré Hans A. Buchdahl
en 1959 [//], tous les modéles d’étoiles sphériques statiques, compressibles ou pas,
doivent vérifier Rs/R < 8/9. Autrement dit, on ne peut pas approcher un trou noir
par une séquence de configurations d’équilibres hydrostatiques telle que Rs/R — 1.

La Fig. C.8 montre également que p. € [0, +o00[ et = € [0,4/9[ sont en correspondance
univoque. Ainsi, pour p, fixé, une configuration d’équilibre est entiérement déterminée

par la donnée de p. ou bien de =.
En extrayant R de (C.41), on peut écrire

GM  GM (4xp )\ G (Ampd*\?
2R 2 3M 2 3 ’

d’ott 'expression de la masse de 1’étoile en fonction de py et du paramétre de compacité :

M- (C= 3/2,/ 5
G 47Tp0

A po fixé, M est une fonction croissante de =. Sa valeur maximale est donc atteinte pour

(11




280

Solutions des problémes

Emax = 4/9 :

e (2_) [ 3 (C.55)
max — 3\/@ 47‘(‘p0 . .

L’application numérique conduit a

1/2
Mmax = 8.0 <p;uc) M@‘ (C56)
0

Cette valeur est de 'ordre de grandeur (& un facteur 2 ou 3 prés) de la masse maximale
des étoiles a neutrons.

7  On a gg = —(e")? avec d’apres (C.50), au centre de I'étoile,

3 Ry 1 1
v(0) _ 2 1__5__:_<\/1—2E—1).
€ V1~ ® 3720

Lorsque Z tend vers sa valeur maximale, 4/9, on obtient €*(®) — 0, d’otl

4
goo — 0 lorsque Z — 9 (C.57)

C’est effectivement le comportement observé sur la Fig. C.6.
8 D’aprés la formule (3.61), le décalage spectral est

1
- - C.58
S (C.58)

Sa valeur maximale est atteinte pour Z = Sy = 4/9 ¢ Zmax = 1/4/1 —8/9 =1 =+/9—1,
soit
1] c

C.8 Vitesse du son relativiste

1 En utilisant la régle de Leibniz, il vient
VﬁTC“/B = V3 [(5 + p) u®u? —l—pga’B}
= Ve +p)ue’ + (e +p)(Vouu’ +u"Vgu’) + g*"Vsp+p V9™ .
&\g—/ ‘%—/ ‘\0,—/

L’équation V3T = 0 s’écrit donc

[’V (e +p) + (e +p)Vsu’] u® + (e +p)a®+ Vp=0|. (C.60)

2 L’orthogonalité de u et @ résulte de la normalisation de la 4-vitesse. En effet

uaaa = uauﬁvﬁua — Uﬁ[VB(Uaua) — U,OCVﬂua] = —u° uﬁv,gua = —Uaao‘,

-1 Qo
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d’ou 2u,a® = 0, c’est-a-dire u,a“ = 0.
La projection de I'équation de conservation de I’énergie-impulsion sur @ revient a
contracter la relation (C.60) avec u,. On obtient ainsi

PV (e + p) + (€ + p) V]| uau® +( + p) uga® +u Ve = 0
[u'V (e +p) + (€ + p)Vau”] ugu® +(e + p) uaa® +uVop =0,

-1 0 u5V5p

soit

Ve + (e +p)Vau’ =0| (C.61)

On peut voir cette relation comme 1’équation de conservation de 1’énergie pour un fluide
parfait.

3 L’équation (C.61) permet de simplifier le terme entre crochets dans ’'Eq. (C.60). Cette
derniére se réduit alors a

(e +p)a® = =V — (u’Vap) u®|. (C.62)

Il s’agit de la version relativiste de 1’équation d’Euler qui gouverne la dynamique d’un
fluide parfait.

Remarque : L’équation de conservation de l’énergie-impulsion (C.60), qui est une équa-
tion vectorielle, a quatre composantes indépendantes (repérées par lindice o). Nous
avons transformée ci-dessus en deux équations : l'une scalaire [Eq. (C.61)] et autre
vectorielle [Eq. (C.62)], soit un total de cing composantes. Cependant I’Eq. (C.62)
n’a que trois composantes indépendantes, car elle est clairement orthogonale & u :
uaa® = 0 (cf. question 2) et us[Vep + (u’Vp)u®] = 0 en raison de usu® = —1.
Ainsi le systeme (C.61)-(C.62) n’a que quatre composantes indépendantes, tout
comme ’équation de départ (C.60).

4 Ona

a® = PV gu® = (uf + 6u’)V 5(ug + ou®) = uf Vgug +up Vs 0u® + 6u’ Vgus +6u’V 5 6u®,

0 0

ou les annulations résultent du caractére constant de wg. En remarquant que le dernier
terme est du second ordre en du, on en conclut qu’au premier ordre

a® ~ up V5 6u®. (C.63)
L’Eq. (C.61) s’écrit
(ug + 5u”)Vs(e0 + 6¢) + (20 + 6 + po + 6p) Vs (ug + 5u’) = 0.

En utilisant Vgeg =0, Vg ug = 0, et en développant au premier ordre dans les perturba-
tions, il vient

ugv§ oe + (80 +p0)V3 5U6 =0\ (C64>
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De méme, compte tenu de (C.63), I’équation d’Euler relativiste (C.62) s’écrit
(20 4 0e + po + Op) ULV 5 0u = =V (po + 6p) — [(ub + 6u®)V 5(po + 6p)] (ug + du®).

En utilisant Vg py = 0 et en développant au premier ordre, il vient

(€0 + po) ugvﬁ u® = -V p — (u@Vg dp) ug | (C.65)

5 Puisque Jdp et de sont des quantités infinitésimales et que p est une fonction de e
suivant 1’équation d’état p = p(e), on a
dp
op = — de.
b de
Comme on se place autour de gy, on peut donc écrire, en utilisant la notation introduite
dans 'énoncé,

dp = pg de. (C.66)

En reportant cette relation dans 1’équation d’Euler linéarisée (C.65), il vient

(€0 + po) ugV5 du® = —pj [VO‘(Ss + (u@Vg de) ug] ) (C.67)

ot 'on a utilisé le fait que pj est constant sur &, puisque gy lest.

6 La dérivée de (C.64) le long de i s’écrit
A [ufjvﬁ 5c + (g0 + po) Vs 5uﬂ —0.
En développant et en utilisant V, 0 =0 et V,po = 0, il vient
uGug Vo Vs e + (g0 + po) uy VoV 6u” = 0. (C.68)
Par ailleurs, la divergence de (C.67) s’écrit
Va [(50 + po) Ul Vg 5ua] = -V, {pE) [V“és + (ug V5 6¢) ug] } :
En développant et en utilisant V,e0 =0, Vopo =0, Vopy =0 et V, ug = 0, il vient
(€0 + po) UV V5 4 = —p, (vava&s Ul VoV 55) ,
soit en changeant les indices muets dans le membre de gauche,
(c0 + po) uSV 5V o 0uP = —p, (vavaae FuSul VLV 55) . (C.69)

En comparant le membre de gauche avec le terme qui contient le facteur (g9 + pg) dans
(C.68), on constate qu’il s’agit du méme terme, & une permutation des dérivées covariantes
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de du prés. Or, puisqu’on se place en espace plat (espace-temps de Minkowski), les dérivées
covariantes commutent :

VsV ou’ =V, Vséu.

On peut donc utiliser (C.69) pour remplacer le terme (g9 + po) u§Va Vs du® dans (C.68)
et obtenir ainsi une équation qui ne contient que la perturbation de :

(1 — ph)ugugVa Vs e — phVa V7de = 0. (C.70)

7 Le champ de 4-vitesse iy étant constant sur (&,g) et ce dernier étant I’espace-
temps de Minkowski, on peut trouver un observateur inertiel dont la 4-vitesse est uy. Les
coordonnées (z%) = (ct,x,y,z) associées a cet observateur sont alors telles que g, =
diag(—1,1,1,1), ce qui conduit & des symboles de Christoffel identiquement nuls et donc
a Vo, = 0/0z®. En particulier, puisque u$ = (1,0,0,0) dans ces coordonnées,
v a0 0 10
Jx®  0x° cOt
Par ailleurs, dans ces mémes coordonnées,
1 02 0? 0? 0? 1 02

H=VV =G T o T ap T o2~ Tage TN

L’Eq. (C.70) devient donc

1 9%6¢ 1 02%6¢
/ / J—
(1 _pO)C_QW — Do (_EW + A5€) =0,

soit aprés simplification,

1 0%e
En introduisant ¢, := ¢4/p;, on peut réécrire cette équation comme

1 9%e

c_g oz Ade = 0] (C.72)

On reconnait la une équation d’onde pour la quantité de, avec ¢, comme vitesse de prop-
agation.

La perturbation de pression dp se propage également a la vitesse ¢; car dp et de sont
liés par (C.66) avec pj constant.

La densité d’énergie propre du fluide s’exprime comme

€ = i+ Eins, (C.73)

oll p.c? est la densité d’énergie de masse au repos et ey, la densité d’énergie interne du
fluide. A la limite non-relativiste, p, est la densité de masse du fluide et p.c? >> ejy, si
bien que 'on peut écrire € ~ p,c?® et

dp
g ) C.74
ooy (€74
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On reconnait ’expression classique de la vitesse du son, dans le cas d’une équation d’état
barotropique : p = p(p,). Dans le cas général, il faut prendre la dérivée de p par rapport
a px & entropie spécifique constante.

C.9 Photon émis par une étoile

1 Il s’agit de la métrique de Schwarzschild. 1.’étoile étant supposée a symétrie sphérique,
c’est la seule solution possible, en vertu du théoréme de Birkhoff (cf. § 3.2.4).

2 L’équation (B.97) signifie que le vecteur p est du genre lumiére. Comme p’ est tangent
a la ligne d’univers du photon, il en découle que cette derniére est une géodésique lumiére.
L’équation (B.98) signifie que p’ est transporté parallélement a lui-méme le long de la
géodésique lumieére et exprime la conservation de la 4-impulsion du photon. En terme des
composantes, les Egs. (B.97)-(B.98) s’écrivent respectivement

g/wpupy =0 et p“Vupa = 0.

3  Puisque l'espace-temps a l'extérieur de I'étoile est statique et a symétrie sphérique
(métrique de Schwarzschild), p° et p” ne peuvent dépendre que de r. A laide des com-
posantes gog lues sur (B.95), la condition (B.97) s’écrit, puisque p? = 0 et p? = 0,

gm/p,upu — O — _NZ(pO)Z + N72(pr>2'

Comme p” doit étre positif (le photon est émis par I’étoile), ainsi que p° (la 4-impulsion
du photon est orientée vers le futur), on en déduit

pr — N2p0.

4 La condition (B.98) s’écrit successivement :

p'V,.p* =0,
op”
y2i « 14 .
p <al’”‘ +F p,z/p ) _07
op®
" « KoV —
oo W =0,
<~
o7, dp>/dr
dp®
— + T pfp” = 0.
p dr wh' P

Comme seuls p° et p” sont non nuls, on en déduit

Td “ « (e T « T
p W +T 00(]70)2 +2r Orpop +T rr(p )2 =0.
En utilisant la relation p” = N?p® obtenue a la question 3 et en divisant par (pY)?, on
obtient I’équation demandée.
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La composante o« = 0 de (B.100) s’écrit, en vertu de (B.101),

N2 dp°
P 0 4210 NI, N* =0,
PO dr  ~~  ~~ ~—
0 N'/N 0
N2dp dN
— +2N— =0,
0 dr dr
— ‘ N%p) =0
- (V°p") =0,

On en déduit que N?p® est constant, d’ott I'équation (B.102).
De méme, la composante o = 1 de (B.100) s’écrit, en vertu de p” = N?p° et de (B.101),

N2% d
—(N*p") + I 0+2FT07,N2+ . N*=0,
0 dr ~~ -~
N3N’ 0 —N'/N
d
— — (N%") =0.
dr ( b )

On retrouve donc le résultat (B.102).

La 4-impulsion ayant la dimension d’une quantité de mouvement, la dimension de ¢
est celle d'une énergie.

Puisque p’ = 0 et p? = 0, et compte tenu des symboles de Christoffel donnés par
(B.101), les composantes a = 2 et o« = 3 de (B.100) se réduisent a 0 = 0.

En reportant la relation p” = N?p" ainsi que (B.102) dans (B.99), il vient

p=7° (50+N25r) = CEW (50+N25r>7

soit

| ™

p=- (N280+6>

5 Les coefficients de la métrique (B.95) étant indépendants de la coordonnée 2° = ct,

—

&) est un vecteur de Killing de I'espace-temps (&', g). On a

g ﬁ: Vﬂpl/: Vaﬂpl’: I/pu'
(0) Iu f(o) 9u (9o) 9o

80,

En vertu des coefficients métriques (B.95) et de (B.102), il vient
. £
Eoy-P=—Np’ = —2

Puisque ¢ est une constante, il est clair que E(O) -p est constant le long de la ligne d’univers
du photon. Ce résultat n’est pas surprenant car il s’agit d’un cas particulier du théoréme
qui stipule que le long de toute géodésique, le produit scalaire de la 4-impulsion avec un
vecteur de Killing est constant (cf. § 3.4.1).
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6  Par hypothése, 1y = a&o) avec a > 0. La condition de normalisation de la 4-vitesse
permet de déterminer « :

Uy - Uy = —1 = O425(0) '5(0)'

Comme &0) '5_20) = 50 . 50 = goo = —N?, on en déduit « = N7, d’oil
|, Lz
Up = NE(O)-
L’énergie du photon mesurée par O s’obtient a partir de la 4-impulsion p suivant
E= —’L_I:o . ﬁC.

En reportant I'expression de i, ci-dessus, ainsi que celle de p obtenue a la question 4, il
vient
E=--8y(—8,+8, :——(—a 8y + 8 -ar).
Ne ? <N2 0+ )C N N2¥0v—9+¥0v—/
900 gor

Or d’aprés (B.95), goo = —N? et go, = 0, d’out E = ¢/N, soit

Lorsque » — 400, on obtient E' = . La constante ¢ s’interpréte donc comme 1’énergie du
photon mesurée par un observateur statique situé a l'infini : ¢ = F.
A T’émission, I’énergie mesurée par un observateur statique est

On en déduit

Eoo_Eem RS
e e - B
Eeon R

Cette formule correspond au décalage spectral gravitationnel, encore appelé effet Einstein.
On constate que E, < FEg,, : pour I'observateur a I'infini, le décalage est vers le rouge.

C.10 Pression de radiation et effet Poynting-Robertson

1 Ona
T = ¢**Top = ¢ 9*kaks = q gash®k® = ¢k - k.

Puisque k est du genre lumiére [propri¢té (B.104)], on en déduit que le tenseur énergie-
impulsion du rayonnement électromagnétique est de trace nulle :

T =0.
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2 On a successivement

1y 1100

ou l'on a écrit k*V k" = 0 en vertu de la deuxiéme des propriétés (B.104).
Au vu des composantes g, données par (B.95), on a

g = det(gap) = (=N?) x (N7?) x r* x r*sin’ § = —r*sin?0,

et donc
V—g = r*sin#,

d’ou

2 sin@qk:o) + — (7"2 sin@qk:r) =0 < i (r2qkr) = 0.

020 ( or dr

Comme d’aprés (B.106), k" = 1, on obtient d(r?q)/dr = 0. D’ou le résultat :

q=— avec A = const.
,

3 D’aprés la métrique (B.95), le vecteur 9, est a la fois normal aux hypersurfaces
t = const (qui constituent localement ’espace de repos de O) et normal a la surface .7
On a donc nécessairement 17 = 0481 avec o > 0. Le coefficient o« est déterminé via la
relation de normalisation de 7 :

n-n=1=a%9,-8,=a’?N? — a=N.
——
9rr

La sphére . est définie par ¢ = const, r = const et est couverte par les coordonnées
(0, ), de sorte que la métrique induite sur .# s’obtient en faisant dt = 0 et dr = 0 dans
(B.95) :

ds|>, = r?(d6? + sin® 0 d?).
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On en déduit que I’élément de surface sur . prend la forme habituelle, sans terme « rel-
ativiste » ! :

dS = r*sin 6 df dp.

L’Eq. (B.112) de I'énoncé devient donc, en utilisant la forme (B.103) de T, ainsi que
I'expression de (B.110) de g,

A . 3}
L:—c/ (k- ) (k- 1) r*sin 6 df dy.

k- iy = guk'uf = (-N?) & u) +N2 K up =——
N R Lo

ou les composantes de i, se déduisent de la relation wy = N *150 établie a la question 6
du probléme B.9. Par ailleurs

- 1
k-7 =gu,k'n"=(-N*)_k° n° +N2 k" n' =¥
N—2 0 1 N

On a dong, en tenant compte de N = N (r),

A cA dmcA
L= — sinfdfdp = — inddfdp = )
c/y B sin ® e L sin ® e
~—
47

Cela établit la relation demandée : L = Lo/N? avec Ly := 4ncA.
Lorsque r — +o00, N — 1 et L — Lg. Ly s’interpréte donc comme la luminosité de
’étoile mesurée par un observateur statique & I'infini. Pour le Soleil, Ly ~ 4 x 10% W.

4 La 4-force f ne contient pas de terme d’origine gravitationnelle car un corps unique-
ment soumis a la gravitation suit une géodésique de I'espace-temps et, pour ces derniéres,
la 4-vitesse est transportée parallélement & elle-méme (cf. § 4.2.4), de sorte que @ = 0 et
donc f = 0.

On a
ou®
Oxt

ou®
ozt

o a o v\ _ o W, v
a® = u"'V,u" =u ( +qu>—u + I, ufu”.

Or, par définition méme de la 4-vitesse,

ou® B ldx“ ou® B lduo‘
oxt ¢ dr 9zt ¢ dr’

ut

On en déduit donc

1. C’est en fait une propriété des coordonnées choisies, a savoir les coordonnées de Schwarzschild
(ct,r,0,¢), pour lesquelles 7 est le rayon aréolaire : il est relié a laire A des sphéres r = const par la
formule A = 47r2.
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En comparant avec 'Eq. (4.49) du cours, on retrouve le fait que a® = 0 si le corps suit
une géodésique.

En appliquant la formule ci-dessus pour o = 1, il vient, compte tenu des symboles de
Christoffel (B.101) et du fait que v’ = ¢~'df/dr = 0 (trajectoire confinée dans le plan
équatorial),

r 1 du” r 0\2 r \2 r 2 ]'du 3 2 N )2 2 2
" =———+T oo(u) +I7 L (u" )+ 17 (u?)” = +NPN'(u?) —N(U) —rN"(u?)”.

c dr
Or, pour 0 = /2,

1

Geti= -1 = (=N (W)’ + 15

ur)Z T 7,,2(“90)2 — _1’
d’ou )
(u”)
N2
L’expression ci-dessus pour a” se simplifie alors en

N*(u’)? =1+ + 72 (u¥)?.

1du
c dr

On déduit de l'expression (B.96) de N que

a/’f‘

N +r(u?)>N(rN' — N).

Rs GM 3Rg 3GM
N'N = = N(rN' —=N)=—"—-1= — 1.
22 22 ot (r ) 2r cr
Par conséquent,
ldu" GM 3GM
r_ = ©\2 -1
“ c dr + c2r? +r(u?) ( c2r )

Par ailleurs, la composante o = 3 de la formule (B.116) s’écrit, compte tenu des
symboles de Christoffel (B.101) et de u? =0,

1 du? 1 du?
CL@:—L—FFW uﬂu :_L+2F‘P uu%’?
c dr c dr
soit .
a%’_ldL_FZ Tuv’
c dr r

5 En reportant 'expression (B.105) de T},, dans (B.117), il vient

Puisque ¢ = A/r?* = Ly/(4mcr?), on obtient la formule (B.118).



290

Solutions des problémes

On a, puisque k* = (N72,1,0,0),

T

© - v —21r. T U
(k- ) = guk'u” = (=N + N2k"u" = —u® + N7
Le fait que f -4 = 0 découle immédiatement de
i - [E+(E-a)a] —dG-k+ (k@)@ 4) =0
~1
6 Siu" =0,o0na k-i=—ul et les composantes r et ¢ de la 4-force se réduisent & (on
utilise k" = 1 et k¥ = 0)
T LO 9 0
7= i3z
A
47cd r? '

Compte tenu des expressions de a” et a? obtenues a la question 4 (ot l'on fait " = 0), la
relation ma® = f¢ conduit a

Lduw  GM r(u‘p)g(SGM_l) Ly o

= —u
c dr c2r? c2r 4ed mr?
©
1du . LO g 0\2,
- = —————(u’)"u”.
c dr dred mr

Or I'expression de u” obtenue a la question 4 s’écrit, avec u” = 0,

1 1+ (ruv)?
o0_ /1 )2 =, — " 7
=y Vi) 1— Rs/r

En reportant cette relation dans les équations ci-dessus, on obtient (B.119)-(B.120).

Pour une orbite exactement circulaire, u¥ est constant, de sorte que du¥/dr = 0. En
effet, les solutions d’orbites circulaires dans la métrique de Schwarzschild sont obtenues
pour Loo = 0 (pas de pression de radiation). Elles vérifient u” = 0 et du”/dT = 0 puisque
7 est constant sur une telle orbite. L'Eq. (B.119) avec Lyo = 0 donne alors

cuf =

GM 3R\ /?

-2

r3 2r

ce qui montre bien que u? est constant. L’Eq. (B.120) avec Lyo = 0 est alors identiquement

satisfaite. Si Loo # 0, 'Eq. (B.120) implique qu’il ne peut exister d’orbites circulaires.
L’étude détaillée de l'effet Poynting-Robertson en relativité générale a été effectuée

récemment par Bini, Jantzen et Stella (2009) [12].
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7  Le corps est immobile par rapport & un observateur statique O si, et seulement si, sa
4-vitesse est égale a celle de O : 4 = 1. Puisque %y = N18y, on en déduit que dans ce
cas u" = u’ = u? = 0. L’Eq. (B.120) se réduit alors 4 0 = 0 et 'Eq. (B.119) donne

GM LO g 1

r2 + dremr? /1 — Rg/r’

0=

(C.75)

c’est-a-dire I
o
V1—Rg/r = —2 =
s/ dreGM m

On en déduit qu’il existe une position d’équilibre statique pour

Rs

— (25 2)”

= Teit =

En termes « newtoniens », on peut dire que sur la sphére r = r;, la force de pression de
radiation compense exactement la force gravitationnelle. Cela n’est évidemment pas sans
rappeler la fameuse luminosité d’Eddington :

dreGMm,
T ’

Liad = (C.76)
La différence est que cette derniére est calculée dans un cadre newtonien et ne dépend
pas du rayon. En effet, les termes en 72 se simplifient dans 'Eq. (C.75) ci-dessus et le
terme /1 — Rg/r se réduit a 1 a la limite newtonienne, de sorte que (C.75) redonne bien
(C.76), pourvu que m = m, (masse du proton) et ¢ = o (section efficace de diffusion

Thomson). Dans le cadre relativiste, l'existence de 7. a été montrée par Abramowicz,
Ellis et Lanza en 1990 [30].

C.11 Coordonnées de Painlevé-Gullstrand sur ’espace-
temps de Schwarzschild

1 D’apres le théoréme d’unicité de Carter-Hawking-Israel (cf. § 5.5.2 du cours), un trou
noir stationnaire est décrit par la métrique de Kerr. S’il est sans rotation, il s’agit du cas
particulier de la métrique de Schwarzschild.

2 Les composantes de la métrique de Schwarzschild dans les coordonnées de Schwarzschild
(ct,r,0,p) sont données par I’équation (3.6) du cours :

-1
Gap dz® deP = — (1 — &) Adt* + (1 — &) dr® + r? (d6’2 + sin? (9dg02) ,
T r

ott le rayon de Schwarzschild Rg est reli¢ a la masse M du trou noir par Rg = 2GM/c%.

3  Puisque & est une particule de masse m < M soumise au seul champ gravitationnel,
sa ligne d’univers est une géodésique du genre temps de (&,g).
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Comme la ligne d’univers de & est une géodésique et que 5(0) est un vecteur de Killing,
e est constante le long de la ligne d’univers de & (cf. § 3.4.1 du cours).

La quantité ¢ s’interpréte comme [’énergie par unité de masse de la particule mesurée
par un observateur statique en r = +oo (si la particule passe par cette région). En

effet lorsque r — 400, §(o) tend vers la 4-vitesse d’un observateur statique, de sorte que

I'énergie I/ de & mesurée par cet observateur est £ = —& - pc, ol p = mcu est la
4-impulsion de &2. En comparant avec (B.121), on obtient bien € = E/m.

4 Les composantes u’ et u¥ de la 4-vitesse sont données par

,  1df

149 _ldy
- cdr

U t uwf=-—
cdr’

ou 7 est le temps propre de &2. Puisque pour une trajectoire radiale, § = const et ¢ =
const, on obtient u? = 0 et u? =0, d’ou (B.122).
Comme () = (1,0,0,0), I'Eq. (B.121) donne

e = —Cgastlyyu’ = ~Cgog .

Puisque g5 est diagonale, seul le terme 3 = 0 intervient dans la somme ci-dessus. En
reportant goo = —(1 — Rg/r), il vient

6202(1—&>u0.
T

On en déduit immédiatement 'Eq. (B.123).

5 Pour calculer u" utilisons la relation de normalisation de la 4-vitesse : gagu®u” = —1.
En explicitant les composantes g,s (cf. question 2) et en reportant la valeur de u® obtenue
ci-dessus, il vient

%Wﬂhwﬂmfz—@—ﬁﬁ<}—§ﬁﬁi+<y4@)4mW:—L

r T C T

d’ou A )
r\2 S €
u)'=—-14—+—.
(u") e
On en déduit la relation (B.124).
Puisque u” = ¢ 'dr/dr, le signe + correspond a une particule qui s’¢loigne du trou
noir et le signe — a une particule qui s’en approche.

6 Nous avons vu plus haut (question 3) que € = E/m, ou E est 'énergie de & mesurée
a l'infini par un observateur statique. Comme E = I'mc?, on en déduit la relation (B.125).
Si & a une vitesse nulle a l'infini, alors I' = 1, de sorte que (B.125) se réduit a

5202.

Les expressions (B.123) et (B.124) de u° et u" se simplifient alors pour donner (B.126).
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7 7 étant le temps propre de la particule &2, on a les relations

o ld(ct) dt ot . ldr
u—ch Cdr u-ch,
d’ou
dr_drdr 1

dt drdt W0
En reportant les valeurs (B.126) de u” et u°, on obtient 'Eq. (B.127).
Pour obtenir la limite newtonienne, écrivons

[2GM
RS:C C; ZVQGM.

En faisant de plus 1 — % ~ 1, on constate que la limite newtonienne de I'Eq. (B.127) est

dr 2GM

dt r
En évelant cette équation au carré et en multipliant par m, on obtient

Lo (dr Q_GMm_O
2 dt ro

On reconnait 1’équation de conservation de 1’énergie totale (somme de ’énergie cinétique
et de ’énergie potentielle gravitationnelle) d’une particule en chute libre dans le champ
de gravitation d'un corps central de masse M, avec une vitesse initiale nulle en r = +o00.

8 Puisque la matrice (gns) est diagonale, on a

o Rs 1
Up = GJoalt Zgoouoz—(l—T) X [ s = -1,

~1
VR
Ur = graua = grrur =|(1-— % X | — & = ——S/T7
r V r 1 — Rg/r

Ug = Joo U = gggua =r’x0= 0,

Up = Jpal™ = gppou? = r?sin?6 x 0 = 0.
On a donc bien (B.128). A titre de vérification, on note que u,u® = —1, comme il se doit.

9 Compte tenu de (B.128) et de 2° = ct, la relation (B.129) est équivalente a

(0T

E_l

o 1 VR
or  c¢l— Rg/r
oT

%—0

oT

.

L O
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La solution de ce systéme est

roed [

1—Rs/7‘

ol ry est une valeur de r que 'on peut choisir librement. En effectuant le changement de
variable x = '/ Rg, il vient

R r/Rs 1 R 7/Rs
T=t+=—2 /T g — oy B8 v

dz.
¢ Jryyrs 1= 1/ ¢ Jrgrs T—1

Compte tenu de la primitive donnée par (B.130), on obtient

[r \/ -1
T=t+ & 2 T/RS + const,
RS \/T/Rs—i-l

oul l'on a absorbé le terme en ry dans la constante.
dt dt dr\
dr = = = (1 - @) dt = dt — &dt dt — &d—dr _ag- s (l) dr.

10 Omau’ =c'da®/dr = c7Yd(ct)/dr = dt/dr, don
u® r r dr o\ dt

En remplagant dr/dt par expression (B.127), on obtient (B.131). Or, en différenciant
I’expression de 1" obtenue a la question 9, il vient

1 Rs/T
dl' =dt + -
+ —Rs/T

dr.
Le membre de droite étant identique a celui de (B.131), on en déduit immédiatement que
7 =T + const.

11  Par définition, action d’un vecteur ¥ sur le champ scalaire T est (cf. § 2.2.3 du
cours)

dT

dA|,’

ol € est une courbe dont ¥ est un vecteur tangent, correspondant au paramétre \. Si
U est tangent a 'hypersurface X7, il en est de méme pour la courbe €. Puisque T est
constant sur Xp,, la variation de 7' le long de € est nécessairement nulle : d7" = 0, d’oul

(T) =

H(T) = 0.

Or lexpression de ¥(7") en terme des composantes de ¥ par rapport aux coordonnées (z%)

est (cf. § 2.2.3 du cours)
o 0T

3:1:“ ’

v(T) =
On en déduit le résultat (B.133).
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On a alors, pour tout vecteur ¥ tangent & Xr, ,

T
= —ca—va =0,

ox®

[0}

U-U=u,v
ot 'on a utilisé 'expression (B.129) de u,. La 4-vitesse ¢ est donc orthogonale a tous les
vecteurs tangents a Xp,. Par conséquent, elle est orthogonale a Xy, .

12 On déduit du résultat obtenu a la question (10) que
\/Rs/r

cdt = cdTl — —S/dr,
1— RS / T

d’ou
VR R
Adt* = *dT?* — Q—S/T cdT dr + 3—/7“2 dr?.
1= Rs/r (1 — Rg/r)
En reportant cette relation dans I’expression de la métrique de Schwarzschild rappelée a
la question 2, on obtient

Gopdi®di’® = gnpda™dz”®

- (-2)

-1
+ (1 — &> dr? + r? (d92 + sin? Hdgoz) .

/R
AdT? — Q—S/T cdT dr + LTQ dr?
1 — Rg/r (1— Rg/r)

r

Apreés simplification, on obtient I'expression (B.135).
Puisque T' = Ty sur Xp,, on a dI' = 0 pour tout déplacement élémentaire restreint
a Xp,. La métrique induite sur X7, s’obtient donc en faisant d1" = 0 dans ’expression
(B.135); il vient
ds* = dr* + r? (d92 + sin® 6 dg02) .

On constate qu’il s’agit de la métrique euclidienne de R? exprimée en coordonnées sphériques.
Son tenseur de courbure est bien évidemment nul. Les coordonnées de Painlevé-Gullstrand
(cT,r,60,p) ont donc une propriété remarquable : les hypersurfaces T = const sont des
espaces plats (vis-a-vis de la métrique induite par g).

13 L’horizon des événements du trou noir de Schwarzschild est I'hypersurface r = Rg.
On constate que les coefficients métriques donnés par (B.135) ont tous une valeur finie en
r= RS :

gOO = 07 gOr - 27 grr - 17 g@@ - R%a gs&s& = R% Sin2 0.

On en conclut que les coordonnées de Painlevé-Gullstrand sont réguliéres sur I’horizon des
événements. Elles partagent cette propriété avec les coordonnées d’Eddington-Finkelstein
(cf. § 3.3.2 du cours).

En r = 0 les coefficients métriques ggg et go, divergent. Cela n’est pas surprenant car
on sait que r = 0 correspond a la singularité centrale de la métrique de Schwarzschild, qui
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est une singularité du tenseur métrique g et non une simple singularité de coordonnées
(cf. § 5.2.2 du cours).

14  En développant (B.136), il est clair que 1’on obtient (B.135). Utilisons (B.136) pour
calculer les géodésiques lumiére radiales en écrivant

Japd®di”® =0,

avec di? = dfl = 0 et d® = dp = 0 puisque 1'on ne s’intéresse qu’aux géodésiques radiales.

I1 vient
2
—c2dT? + <dr + \/@ ch> =0,
r
d’ou
cdl =+ <dr+ \/&ch> ,
T
soit
cdl = L ou cdl = —

dr
1—\/Rs/7“ 1+\/Rs/7”'

On a donc deux familles de géodésiques lumiére radiales. Pour la seconde famille, on a
toujours dr < 0sidT > 0:il s’agit donc de géodésiques lumiére entrantes. Par contre, pour
la premiére famille, dr > 0 lorsque dT" > 0 si, et seulement si, r > Rg. Autrement dit, les
géodésiques de la premiére famille sont sortantes a I’extérieur de ’horizon des événements
et entrantes a U'intérieur (cf. Fig. C.9). On retrouve le fait qu’aucune géodésique lumiére
ne sort d’un trou noir.

En utilisant les primitives (B.137)-(B.138), on obtient

cl'=r+2v/Rsr+2RsIn |1 — ”RL + const
S
pour la premiére famille et
dl'=—r+2y/Rsr — 2RsIn (1 + RL> + const
s

pour la seconde. A partir de ces expressions, on a dessiné les géodésiques lumiére radiales
sur la Fig. C.9.

Les coordonnées de Painlevé-Gullstrand ont été introduites en 1921 par le mathé-
maticien et homme politique frangais Paul Painlevé [32|, ainsi que I'année suivante par
le physicien et ophtalmologiste suédois Allvar Gullstrand (Prix Nobel de médecine 1911)
[28]. Elles sont analysées en détail dans 'article [60].
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5

FIGURE C.9 — Diagramme de I’espace-temps de Schwarzschild basé sur les coordonnées de Painlevé-
Gullstrand (cT',r), les dimensions suivant 6 et ¢ ayant été supprimées. Le trait vertical noir en r/Rg = 1
correspond & I’horizon des événements. Les courbes de couleur verte sont les géodésiques lumiére radiales.
Celles de la premiére famille (sortantes pour r > Rg, entrantes pour r < Rg) sont dessinées en traits
pleins et celles de la seconde famille (toujours entrantes) en tirets.

C.12 Taille apparente des étoiles compactes et des trous
noirs

1 D’aprés le théoréme de Birkhoff (cf. le § 3.2.4 du cours), la métrique a Uextérieur de
tout corps & symétrie sphérique est la métrique de Schwarzschild et I'Eq. (B.139) n’est
autre que 'expression de cette métrique en coordonnées de Schwarzschild (ct, r, 0, ). Rs
est le rayon de Schwarzschild défini par Rg := 2GM/c?.

2 Les étapes conduisant a I'Eq. (B.141) sont les suivantes :

1. éo) et 5(2) étant deux vecteurs de Killing de 'espace-temps de Schwarzschild, les
quantités € et ¢ sont conservées le long de toute géodésique, donc en particulier le
long de la ligne d’univers du photon (cf. le § 3.4.1 du cours).

2. Onae=—cpget { =p,, doup’ = (1 — Rg/r)e/c et p? =L/ (rsinfb)?
3. L’espace-temps de Schwarzschild étant a symétrie sphérique, la trajectoire du photon

est nécessairement plane; il n’y a donc pas de perte de généralité a supposer que la
trajectoire s’effectue dans le plan § = 7/2. On a alors p? = 0.

4. A ce stade, on connait 3 des 4 composantes p® de la 4-impulsion : p°, p? et p?. La
quatriéme composante, p”, est obtenue a l'aide de la relation g, p*p” = 0 exprimant
que P est du genre lumiére. En y remplacant p°, p? et p? par les valeurs ci-dessus
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FIGURE C.10 — Potentiel effectif U(r) régissant la partie radiale du mouvement d'un photon dans la
métrique de Schwarzschild. Le segment de droite en pointillés représente un photon passant au voisinage
de 1’étoile : dans ce diagramme, il se déplace d’abord de droite & gauche, pour atteindre r = ry,, puis
repart vers la droite.

et en remarquant que 'on peut choisir le paramétre affine A tel que p” = £dr/dA,
on obtient (B.141). Il ne s’agit pas d’autre chose que de I’'Eq. (3.157) du cours.

b est le parameétre d’impact du photon. Pour le voir, il suffit de reprendre « & 'envers »
le raisonnement du § 3.6.1 du cours, en considérant un photon qui part de I'infini O pour
aller vers le corps central.

3  Le graphe de U(r) est donné par la Fig. 3.9 du cours, que l'on reproduit ici (cf.
Fig. C.10). La fonction U(r) atteint son maximum pour r = R, = 3Rs/2. Sur la Fig. C.10,
on a choisi R = 5Rg/2 pour le rayon aérolaire de 1'étoile.

4 L’Eq. (B.141) est celle d'un mouvement unidimensionnel dans un « puits » de poten-
tiel. L’ordonnée de la Fig. C.10 correspond a '« énergie » de la particule. La trajectoire
d’un photon peut alors étre représentée comme un segment de droite horizontale d’« én-
ergie totale » égale & b2 (qui est constante). Comme (dr/d)\)? > 0, 'Eq. (B.141) implique
que b=2 > U(r). Ainsi la trajectoire du photon est nécessairement au dessus du graphe
de U(r). Sur la Fig. C.10, la zone grisée, située sous le graphe de U(r), est donc la zone
interdite pour les photons.

La valeur ry, étant un extremum de 7(\), on a nécessairement dr/d\ = 0 lorsque
7 =7y L'Eq. (B.141) donne alors U(ry,) = b=2. En remplagant U par sa valeur, il vient

1 Bsy_ 1
r2 ro ) b2

~1/2
b=1rn (1 — &> .
rrﬂ

d’ot, puisque b > 0,
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FIGURE C.11 — Photons émis depuis la surface de 1’étoile.

5 On areprésenté sur la Fig. C.11 la trace d’un photon émis depuis la surface de I’étoile.
Pour 'observateur O, qui est situé a 'infini, la taille de I'image de ’étoile est donnée par
les photons qui ont le plus grand parameétre d’impact, que nous noterons by,,x. On a donc
R, = bpax. Comme on suppose R > R, il est clair sur la Fig. C.11 que b 2, est égal a
U(R). On a donc

Ra = bmax - U(R)_l/Qa

d’ou

2GM\ ?
R ) '

RazR(l—

On constate que R, > R : I'étoile apparait plus grosse qu’elle n’est.

6  Définissons b. comme la valeur du parameétre d’impact correspondant au maximum

de la courbe U(r) :

RS —1/2_3\/§R
g

b.? = U(R. be=Re(1- =
= UR) = b= e (1

(On retrouve la formule (3.168) du cours). Considérons des photons émis en arriére plan
du trou noir (fond étoilé). De tels photons se propagent initialement de la droite vers
la gauche sur la Fig. C.12 (ils arrivent de r — o0), puis repartent éventuellement vers
la droite, en direction de l'observateur O situé en r — +oo. Il est clair sur cette figure
que des photons de paramétre d’impact b > b. (comme le photon 1 ou marginalement
le photon 2) peuvent parvenir a I'observateur O, alors que ceux de paramétre d’impact
b < b, (comme le photon 3) sont piégés par le trou noir. Autrement dit, O ne regoit aucun
photon de parameétre d’impact inférieur a b.. Il observe donc sur le fond du ciel un disque
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FIGURE C.12 — Photons émis en arriére plan du trou noir.

FIGURE C.13 — Image d’un trou noir, avec en tirets jaunes 'image d’une sphére de rayon Rg située
a la méme distance dans un espace-temps plat.

noir de rayon apparent R, = b.. En remplagant Rg par 2GM/c? dans la formule ci-dessus
pour b, on obtient

GM
Ra:?)\/g—z.
C

On constate que R, = (3v/3/2) Rs ~ 2.60Rs. On a donc R, > Rg. Le trou noir apparait
plus de deux fois plus gros qu’il n’est. Ceci est illustré sur la Fig. C.13 ot 'on a superposé
a I'image du trou noir (le disque noir), I'image que donnerait, en espace-temps plat, une
sphére qui aurait pour rayon le rayon de Schwarzschild.

7 L’application numérique donne
e Cyg X-1: R,=114x10°m = a = 3.8 x 107 rad = 0.00080 x 10=6 "
e Sgr A* : R, =328 x 10" m=022UA = a=255x10"rad=53 x107¢ "
e M87: R, =3.05x10¥"m=203UA = a=116x10""Yrad =24 x 1076 "
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FIGURE C.14 — Photons émis depuis la surface d’une étoile ultracompacte.

On constate que le trou noir supermassif au coeur de notre galaxie, Sgr A*, a la plus
grande taille apparente des trois, loin devant le trou noir stellaire Cyg X-1. Il s’agit en
fait du plus gros trou noir sur le plan du ciel.

Remarque : Bien que 53 microsecondes d’arc semblent minuscules, elles vont devenir
accessibles prochainement grace a lUinstrument GRAVITY [50], qui sera mis en
place sur le VLTI en 2014 et dont l'une des cibles principales sera Sgr A*. No-
tons également, dans le domaine de la VLBI submillimétrique, le programme Event
Horizon Telescope [51/, qui doit permettre d’atteindre une résolution de 'ordre de
la microseconde d’arc dans les années qui viennent.

8 On a placé la surface d'une étoile ultracompacte sur la Fig. C.14. Il est clair que les
photons émis depuis la surface ne parviennent a l'observateur O que si leur paramétre
d’impact vérifie b < b.. Le rayon apparent de I’étoile est donc R, = b.. En reportant la
valeur de b. obtenue a la question 6, on obtient donc la méme expression de R, que pour
un trou noir :

GM
Ra - 3\/5 —2
(&

La taille apparente de ’étoile est donc indépendante de son rayon aérolaire R, tant que
ce dernier reste inférieur a R..
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C.13 Tenseur de Killing et constante de Carter

1 La propriété 2 est équivalente a

VoV, = =VaYys  (a)
vayﬁv = _VBYM (b)
VaYsy = =V, Y54 (c)

Si 'on suppose que Y est antisymétrique (propriété 1), l'identité (a) est clairement sat-
isfaite. De plus, (a) implique

(c) VoY, = =V,Y3,

VaYsy =V, Yo

—VaYy5 =V, Yap

(b)

En admettant la propriété 1, la propriété 2 est donc équivalente a (b), qui n’est autre que
l'identité (B.143) de 'énoncé.

111l

2 Puisque V est la connexion compatible avec g, on a
vagﬂw = O,

de sorte que g vérifie trivialement 'identité (B.144). De plus, g est une forme bilinéaire
symétrique. On en conclut que le tenseur métrique g est un tenseur de Killing.

Remarque : L’équation (B.144) généralise l’équation de Killing (B.18) (probleme B.2)
au cas d’un tenseur de valence 2, d’ot le nom de tenseur de Killing donné a ses
solutions. Par contre, contrairement aux vecteurs de Killing, les tenseurs de Killing
ne sont pas directement liés a un groupe de symétrie de [’espace-temps.

3 Le tenseur K défini par (B.145) est bien une forme bilinéaire. De plus, il est clairement
symétrique :
Kﬁa — gl‘/VYMBYVa — gVMYI/O[YMﬁ g Ka,@

Il reste donc a vérifier 'identité (B.144). En appliquant la régle de Leibniz, il vient
VoK, = VoYY 4 Y,V V"
VKoo = VYoV + Y, VsV
Vi Kag = VYo Y + Yo,V Y,

Y, VYt = =Y, VYt = —Y* VY,, =Y1V, Y5 = —V,V5,Y".
N—— ~—~
—VaYyups —Yau

Le premier terme de I'expression de VK., ci-dessus est donc 'opposé du second terme de
I'expression de Vg K,,. On en déduit qu’en effectuant la somme V,Kg, +V 3K ,+V,K,3,
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les termes s’annulent deux par deux. L’identité (B.144) est donc satisfaite et on conclut
que K est un tenseur de Killing.

4 Ona

Vet = PV =p'V, (Kasp™p®)
= V,uKas "0’ + Kop 0"V ,u0* 0’ + Kop p* p'V 0"
T T

= VuKaﬁ p'upapﬁ?

ou 'on a utilisé la propriété (B.146), c’est-a-dire le fait que la courbe .Z est une géodésique.
Tous les indices étant muets, écrivons le membre de droite sous la forme

1
VKo p'p®p® = 5 (VKo Pp°p’ + VoK, p"p’p" + VKo 0 p"p®)
1
- 3 (VuKap + VaKp, + VﬁKm)pupapﬂ'

La propriété (B.144) dans la définition d’un tenseur de Killing conduit immédiatement &
VuKaﬁp”pap'B =0, et donc a

VA =0

Ceci montre que le scalaire J# est constant le long de .Z.
Dans le cas particulier ot K = g (cf. question 2), # = g(p,p) = —m?c?, ot m est
la masse de la particule (cf. Eq. (2.93) du cours); il s’agit bien d'une constante le long de

Z.

5 D’apres (B.150), les composantes de U par rapport aux coordonnées de Boyer-Lindquist
(ct,r,0,p) sont
2, .2
N A
A A

Compte tenu des composantes de g et de l_; il vient

UL = gag1°17 = goo(1)% + 200,0°17 + grr(I")? + g (17)?
_ " 2mr\ (r? +a?)?  damrsin?0r? +d? a
B 02 A2 02 A A

92 2 s 02 0 2
a m;;m ) <in2 0%
1

A2
= p{ — (r* 4+ a*)? + p*A + a*(r* + a?) sin? 0

2
p
A

+(r2+a2+

2
+ Z;T [(TQ +a®)* — 2a°(r* + a*)sin® 0 + a* sin* 9] }

1
- E{<T2 +a®)(—r® — a® + a®sin®6) + p*(r* — 2mr + a*)

_p2
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2
+_m7’ [7‘ +2a*r* 4 a* — 2a*r*sin® 6 — 2a* sin® 6 + a* sin* 0} }
p?
1 2
= [ — 2mrp® + % (r? + a® cos® H)i]
o
= 0.

[ est donc un vecteur du genre lumiére.
De méme, d’apres (B.151), les composantes de k sont

oo (e A e
20? 2027 22

d’ou
Kk = gag b = goo(K")* + 200,K°K7 + g (K1) + g (k)7
_ 4 2mr\ (r?+a?)?  damrsin®?0r? +a* a N p? AN’
- 02 4p4 02 202 2p2 A 22
2 2 2
N (r2 et 2a*mr sin 6) o 0(1_
p? 4p!

En comparant avec la seconde ligne du calcul de l- E on constate que

L. A2 L
k-k=—1-1
4p
On en déduit immédiatement que k -k = 0. Le vecteur k est donc également du genre
lumiére.
On a :

Uk = gapl®k® = gool®k® + gool®k? + ool ¥k + grl K + gopl?k?
B ( 2mr)7“ +a2ri+a?2  2amrsin®é {r +a® a a

a
A 202 p? 2p _+Zﬁ
22 p? A22
2m7’ s oy Ad’mrsin®d, ,
(o

+a ( +a —FQGLQSIDG)SmQH}—pQA}.
p

Or d’aprés la seconde ligne du calcul de U1 et le fait que U1 = 0, tout le terme entre
crochets dans I'expression ci-dessus est égal & —p?A. On obtient donc - k = —1.

6 Ona

— —

H = K(p,p) = p* ({L,p) (k. P) + (k, p) (L. P)) +r’g(p,p) = 20*(L- p)(k - P) + r°P P,
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avec
S N 2+ a? a
l'p = ["po = A p0+pr+ngo
Lo N r? + a? A a
k-p = k%= 9,2 po—ﬁpr ﬁpgo'
ﬁ' ﬁ = _:LL27
d’ou
(r? + a?)? 2a(r® + a?) A a?
2.2 2 2
_ o fasin®f g 2, 20(r* 4 a”) T \2 L 2
= p K 7 g ) (po) ax PPy — 9" (pr) Fanrg Y (py)
2,
Or, en remarquant que ¢*’p,ps = p- P = —p?, on peut écrire
—9%(o)* = 9" (0:)” — 977 (p,)* = 1>+ 29" pop, + 9% (pe)”
_ 2 Aamr +_;L( )2
d’on
K = (p@)2 + ,u2(p2 — 7"2) + a?sin® «9(])0)2 + 2—a(r2 +a®— 2mr)pop, + (2%)2‘
—— A N——— sin? @

a? cos? 0 A

En écrivant a?sin?0(pg)? = a?(1 — cos?0)(py)?, on obtient au final

2
p
H = pj +cos” 0 | a® (1* = pg) + 55| + (pp + apo)”,
soit 'expression demandée.
Le parameétre p représente la masse de la particule multipliée par c. Le cas u = 0
correspond donc & un photon (ou plus généralement a une particule de masse nulle).

8 Puisque 50 et 5@ sont deux vecteurs de Killing de la métrique de Kerr (générateurs
respectifs de la stationnarité et de 'axisymétrie) et que £ est une géodésique, les quantités
e et £ sont des constantes du mouvement (cf. le § 3.4.1 du cours).

Elles s’écrivent

€ = —Pa (30)a = —Do et = Pa (a(p)a = Pep-
~—— ——

5% 5o,

La quantité p, + apy = ¢ — ae est donc constante le long de .Z. Au vu de (B.154) et
(B.156), on en déduit que @ est une constante du mouvement.
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C.14 Gravité de surface d’un trou noir

1 Un trou noir stationnaire en rotation est décrit par la métrique de Kerr, et ce en
vertu du théoréme d’unicité (cf. § 5.5.2 du cours).

2 Les parameétres m et a ont tous deux la dimension d’une longueur. Lorsque a = 0,
p? = r? et les composantes du tenseur métrique se réduisent a

2 2
Ay 0
2m " T2m
0 0 r? 0
0 0 0 r?sin’#

On reconnait les coordonnées d’Eddington-Finkelstein 3+1 (cf. Eq. (5.12) du cours).
En r = rg, tous les coefficients métriques sont réguliers. En particulier

2mry

rr:1+—
g 2 + a? cos? §

ne diverge pas, contrairement au coefficient métrique g¢,, des coordonnées de Boyer-
Lindquist.
3 Le vecteur de Killing 5(0) correspond a l'invariance par translation dans le temps
(stationnarité) et le vecteur de Killing E(Z) correspond a l'invariance par rotation autour
d’un axe (axisymétrie).

Soit f un champ scalaire sur 'espace-temps (&, g). L’action du vecteur 8, sur f est,
par définition méme d’une base naturelle (cf. Eq. (2.14) du cours),

. af  of oue
Oll) =55 = oam ov

Or d’aprés (B.157), le passage des coordonnées de Boyer-Lindquist (z') a celles de Kerr
3+1 (%) est de la forme

t =t +F(r)
ro=r
0 =40
p =¥ +G(r),
si bien que 0z /0t = 0%, et
. of =
oy (f)=— =0(f).
v (f) o i (f)
Le champ scalaire f étant quelconque, on en conclut que les vecteurs 8_;/ et 6_; sont égaux.
De méme,
- 0 of oz* 0 -
(=2 010" _0F 1 _5 ),

dp' 0z dy¢' Oy
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si bien que 5@/ = 81,. On a donc, au vu de (B.160),

— —

éo) = 50 = 0718‘; et £ = 0,.

Les composantes des deux vecteurs de Killing par rapport aux coordonnées de Kerr 3-+1
sont alors triviales, puisque 9y et 8, sont les vecteurs de la base naturelle correspondante :

é-E)(é)) = (17()’ 070) et 5&) = (0,0, 0, 1)

On a, par définition méme des composantes du tenseur métrique [cf. Eq. (2.47) du
cours|,

!

—

) = 9(&0),

(=)

goo = 9( 0-€0) = 98, 8y) = gow
gop = 9(80,0,) = 9(§(0),&(z)) = 9(Our, Byr) = gy
Jop = g( © acp) (€ 7€(z ) (8 a ) = Gy’

En particulier, les composantes 900, o et g,, ne sont autres que les produits scalaires des

05

—

Q,

l

deux vecteurs de Killing .ﬁ' et 5 entre eux, les valeurs de ces produits scalaires étant
indépendantes du systéme de coordonnées.

4  Faisons agir £ sur un champ scalaire f :

> o Q- 19f Q0 of 0
£(f) :5(0)(f)+zf(z)(f) Ca{ + c&,]; (8_{+Q£)

La coordonnée ¢ ayant la dimension d’un temps et ¢ étant une coordonnée angulaire sans
dimension, on en déduit que €2 doit avoir la dimension d’une vitesse angulaire (inverse
d’un temps).

On a

Q Q
by = gauéu = Gap géﬁ)) + Z Jap Sé) = g(O)a + Zg(z)aa

d’ot1, puisque {2 est une constante :

0
Vals + Vsla = Vabops + Vel T Vals + Ve =0

0 0

£ est donc un vecteur de Killing. Il correspond a la symétrie composée d’une translation
temporelle et d’une rotation autour d’un axe. On peut 'appeler symétrie hélicoidale car
dans un diagramme d’espace-temps, les lignes de champ de £sont des hélices d’axe vertical.
Bien entendu, cette symétrie n’est pas indépendante des deux symétries de I'espace-temps
de Kerr que sont la stationnarité et ’axisymeétrie.

5 En élevant (B.159) au carré, il vient

ry =m? 4+ 2mvm? — a2 + m® — a® = 2m(m + Vm? — a?) — a* = 2mry — d’,
d’ou (B.165).
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‘H étant défini par » = rg, on obtient

2mr .
ool = —1+—3 2= oy (‘P?{ + 2m7“H) = pit (=1} —a® cos® 0+r3 +a?) = pyla’sin? 0,
H
.9
0
Goply = —2amry Sm2 = —a(ry; + a®) sin® 6p;”;

P

.2 )

sin“ 0 sin“ 0
Jeely = (7’?{ +a® + 2a°mry—, ) sin?@ = (r% + a?) (1 + a2—2) sin? 6
Pu PH

= pi (ri;+a®) (r; + a® cos® 0 + a®sin® ) sin® 0 = p;*(r; + a*)* sin® 6.
6 Les composantes du vecteur ¢ par rapport aux coordonnées de Kerr 341 sont
o+ B = (100.2).
d’out le produit scalaire
€-£= Gu 'l = goo + 290¢% + QWSCZ—;-

Tenant compte des résultats de la question 5, le produit scalaire sur H vaut donc

> Q 0?
g.q = a’pitsin® 0 — 2ap P (ry + a?)sin? 0 — + p A (ry +a2)28in29—2
H c c

.. 9 2
sin“fd | 5 9 9 §2 9 9\ 2
= a” —2a(ry +a”) —+(rg+a”)” —
5 -2t ) T
.. 92 2
sin” ¢ Q
= 5 [a — (r% + a2)—} .
PH ¢
Le vecteur £ est du genre lumiére sur ’horizon ssi 2.4 =o. D’aprés l'expression ci-

dessus, on en déduit la valeur que doit prendre €2 pour assurer cette propriété :

ca

2 2 [
TH+a

Q:

En utilisant (B.165), on peut écrire Q@ = ca/(2mry). En remplagant g par son expression
(B.159), on obtient la formule

ca

Q= .
2m (m + vm? — a?)

En combinant les Eqgs. (5.31) et (5.29) du cours, on reconnait la vitesse de rotation du
trou noir, notée {23, au Chap. 5.
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Le trou noir de Schwarzschild est la limite ¢ = 0 du trou noir de Kerr. On obtient
donc 2 = 0 pour un tel trou noir.

7  On a, étant données les composantes (1,0,0,Q/c) de E_:
€8, = g l"0} = cguol" = cgoo + go, 2.

Au vu des valeurs (B.166)-(B.168) des coefficients métriques sur ’horizon, on obtient, sur

H,

€8, = ca’pisin® 0 — api2(ry + a?)sin? 0 Q = apy;? sin® 0(ca — (1% + a®)Q) = 0.

J

'

0

Par ailleurs,
20y = gu 'y = guol" = gop L°_ =0
0

et
— — v Q
e'a@:gﬁwwa@:%ww:gow"‘gwE?
soit, sur H,
) —2/.2 2\ i 2 —2/,2 22-2Q
£-89, = —apy (rg+a”)sin”0+ py (ry +a”)"sin” 0 —
c
Q
= pHQ(rfLI—l—aQ)sinQH{(r%I—i—aQ)——a} —0.
c

0

Le vecteur £ est donc orthogonal aux trois vecteurs 5t, 59 et 5@. Or, en chaque point, ces
trois vecteurs engendrent I'espace tangent & H, puisque ce dernier est I’hypersurface définie
par r = ry = const (autrement dit, les coordonnées qui varient sur H sont (t,6,)). Il s’en
suit que £ est orthogonal & tout vecteur tangent a H : £ est donc normal & I’hypersurface
H.

En tant que vecteur du genre lumiére,  est orthogonal a lui-méme : -0 =0. Or,
comme £ est normal a ‘H, la condition de tangence a H n’est autre que 'orthogonalité a
2. On en conclut que £ est tangent a H. Une autre facon de le voir est de constater que
£ est une combinaison linéaire des vecteurs é(o) = c‘lét et g]z) = 8},, ces deux derniers
étant tous deux tangents a H.

Avoir une normale qui soit également tangente est caractéristique des hypersurfaces du
genre lumiére. Pour les autres types d’hypersurfaces, la normale est toujours transverse a
I’hypersurface.

8 On a, pour tout vecteur v,
r 1 1
h-v = hot =0V, 00" ="V, 0,0 = _§VM(EVEV) vt = _§Wvu(£"€u)

- eed
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ou l'on a utilisé ’équation de Killing pour ‘ pour écrire la troisiéme égalité de la premiére
ligne.

Si U est tangent a H, alors V{;(E . E) = 0 puisque le scalaire ¢ - £ est constant sur H
(il y vaut 0). On a donc, pour tout vecteur v tangent a H, h-% = 0. Cela montre que
le vecteur kb est normal & H. Comme une hypersurface n’admet, en chaque point, qu'une

seule direction normale, cela implique que h est colinéaire & £ : h = k£, d’ou la relation
(B.174).

9 Pour a = 0, 'Eq. (B.175) donne ¢° = dX"/d\. Or £° = 1 (cf. question 6). D’ou
XO(\) = X\ + const. Puisque par définition, X°(\) = ct le long de .#, on obtient bien

A = ct + const.

Pour o € {0,1,2,3} fixé, considérons la composante ¢* comme un champ scalaire

sur Iespace-temps. On reconnait alors dans ¢#0¢*/0z* 'action du vecteur £ sur (@ (cf.
Egs. (2.17) et (2.14) du cours) :
o~ -
H— = L(™).
oo — )

£ étant le vecteur tangent & .% associé au paramétre ), il vient (cf. Eq. (2.11) du cours)

A A GO ¢
a“‘ﬁ‘ﬁ(w) X2

En combinant les deux équations ci-dessus, on obtient la formule (B.176) de I’énoncé.
Les quatre composantes de ’équation (B.174) s’écrivent successivement

0 0% = k07
8€oc «@ v _ e%

o ((w +T0 0 ) = k(e

ke e 0 = k(2

oxH

ou les I'*,,, sont les symboles de Christoffel de la métrique g par rapport aux coordonnées
(). En utilisant les équations (B.175) et (B.176), on obtient

> X . adAXrdXxv ax«
— 41, =K :
d\? odX dA d\
On reconnait 1’équation des géodésiques, a savoir 'Eq. (2.138) du cours. Les lignes de

champ de £ sur H sont donc des géodésiques lumiére. On les appelle les génératrices de
I’horizon des événements. La gravité de surface x apparait ainsi comme un “parameétre de
non-affinité” : si kK = 0, le parameétre A associé a £ est un paramétre affine des génératrices.

10  Ecrivons (B.174) sous la forme

Kl = 0PV L.
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Or I’équation de Killing pour ¢ donne Vulo =—=Vol,, dou
1
kily ==tV L, = —§Va (e*e,,) .

On a donc établi I'Eq. (B.177) de I’énoncé.

Soit ¥ un vecteur quelconque tangent & H. Comme (50, 59, 8_;0) engendrent les hyper-
plans tangents & H, on a nécessairement U = voéo + v959 + v“"ggp. Autrement dit, les
composantes de ¥ sont de la forme

0
v* = (v°,0,0%,0%).
Puisque £ est normal a H,on a 5= (0" = 0, soit d’aprés les composantes ci-dessus,
Lov° 4 Lpv? + L7 = 0.

Cette identité devant étre vérifiée pour tout vecteur ¥ tangent & H, c’est-a-dire pour
tous les triplets (v°, 0%, v¥), on en déduit que nécessairement (£, , £,,) = (0,0,0), d’out la
propriété (B.178).

11 £ £ étant un champ scalaire, les composantes de sa dérivée covariante se réduisent
a des dérivées partielles, si bien que les composantes de I'Eq. (B.177) s’écrivent

e = _%aia (£:9).

Pour a = 1, on obtient I'Eq. (B.179).
On a

Q  2mr 2mr\ . 4,82
b= gl" =g+ 9o 0 = —a (1+—2 )s1n29—

p

2 Q Q

= n;w (1 —asin29—) —asin®f =.
p c c

En faisant » = rgy et en remplagant €2 par sa valeur obtenue a la question 6, il vient

2mry a a
l, = 1—asin?0 ——— ) —asin? ——
= 7o) e

1 2mry . .
= (r% +a®> — a’sin*0) — a*sin® 0
7"2 + CL2 2 N ~,
H Pa ~
2
Pu
1

= 5 [erH —a?sin? 9]
ry + 6% I~~~
7“1211+a2
% + a*cos? f
% + a?

9

ce qui établit 'Eq. (B.180) de I’énoncé.
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12 Ona

) 0 02
G O = goo + 290, = + Gy =

1
)
Il

.2 2
9 9 5 Tsin®f Q
5 —+(r +a” + 2a"m )

.2
p2 S11 eg
Q 0? 02
= -1+ QmL2 <1 —2asin?f = + a? sin48—2) + (r* + a?) sin20—2
p c c c
2

r SPURY ’ 2, 2y 2p
= —142m—(1—asin®0— ) + (r*+a°)sin“0 —.
2 c 2

En remplagant Q/c par a/(r% + a?), il vient

g 25in20\ 2sin? 0

p Ty +a (1% + a?)

72 4 a? — a%sin® 0
2+ a?

r a?sin®6
DT 0%+ a2
o

1
= —14+ -3 {Qmpﬁl % +a?sin? 6 (r* + a2)} ,
p

>2+(r2+a2)

(r% + a?)?

ce qui établit 'Eq. (B.181) de I'énoncé.
A titre de vérification, faisons r = ry dans cette formule. Il vient

- 1

K-q = —1+—[2mr 2 +a’sin®6 r2+a2}

oy (T?{_{_ag)g \?,_?pH ( H )
rH—I—a

1 2 2 .2
= —1+W[pH+a Sin 0]:0
72 +a?

On retrouve donc le fait que £ est du genre lumiére sur H.

On a

o (r\ 0 r _r?4a*cos?0 —2r*  a*cos? —r?
or \p2)  Or \r2 +a2cos?0 (r2 4+ a2cos?6)2 p? '

La dérivée par rapport a r de I'Eq. (B.181) est donc (rappelons que pg est fonction de 6
seulement)

D [~ > 1 4 a*cos?0 —r? 5 . o
E(@-E):W—aw{2mpHT+2arsm 9 .

La valeur sur H est obtenue en faisant r = rg (et donc p = pg) :
0 (> > 1
~(f. g) —

[37‘ ( ]

= —(7“2 a2 [Zm(a2 cos? 6 — rfq) + 2a%ry sin® 9] )
H H
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En écrivant 2m = (r3, + a*)/ry |Eq. (B.165)], il vient

0 (> > 1 .
[E (E : 8)} ., = o R [(r} + a*)(a® cos® 0 — r};) + 2a°r7; sin® 6]
1
= a0% ra)? (a®r3 cos® 0 — ry; + a* cos® 0 —a*ry; + 2a’ry sin® 6)
ru(ry +a N )

v
—a2r2 2 2,2 o2
a?rg; cos? 0+a?ry; sin® 0

1 2 2 4 ) 2 92 2
= ——(a*ry — 17, +a cos® 0 — a“ry cos” 0
TH<T121[+Q2)2( H H H )
1 2 2\/,.2 2 9
= ———(a* —r%)(ry + a” cos”0),
T'H<7"%_I+a2)2( H)(H )

ce qui établit 'Eq. (B.182) de 'énoncé.
13 La valeur de & se déduit des Egs. (B.179), (B.180) et (B.182) :

K= (G {% (¢ E)}

soit

1 i +a® (a® —r2)(r% + a® cos? 0)
” 2 7% +a%cos?d ru(ry + a?)?

)

r? — a?
k=S "3 [ 2|
2ry(ry, + a?)

On constate que x ne dépend pas de 0 : k est donc constante sur H.
En utilisant 'Eq. (B.165) sous la forme a? = 2mry — r%, on peut écrire

2 2 2
T —2mrg+ry 2ry —2mry
2ry (ri + 2mry — r%) dmr,
soit
rg —m
2mry

Enfin, en remplagant ry par Uexpression (B.159), il vient

=@
2m(m 4+ vm? — a?) |

Pour un trou noir de Schwarzschild, a = 0 et donc

K =

m 1

T 2mx2m  4m’
soit, en fonction de la masse M du trou noir :

CQ

T AGM

Pour un trou noir de Kerr extréme, a = m, si bien que x = 0 dans ce cas.

K
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ga Za+da

FIGURE C.15 — Famille (.%,),e; de géodésiques, de vecteur tangent @ et de vecteur séparation 5.

C.15 Déviation géodésique

1 Le vecteur tangent associé au paramétrage de %, par A est défini par [cf. Eq. (2.33)
du cours, ainsi que Fig. C.15]
dp

dr

[

U=

Les composantes dans (5a) du vecteur déplacement élémentaire dP le long de .7, étant
[cf. Eq. (2.37) du cours]

XOC
4P = dae|, = axo), = X"y

on en déduit que u®* = 90X /0, soit la formule (B.185) de I’énoncé.

2 ¥ =, L est une sous-varié¢té de dimension 2 de &. Les coordonnées naturelles
sur X sont (A, o). Ces coordonnées sont singuliéres en tout point Py ot au moins deux
géodésiques se croisent : la coordonnée o de Fy n’est en effet pas définie de maniére
univoque, puisque F, appartient a deux géodésiques distinctes.

3 Les coordonnées du point P(\, 0 + do) étant X“(\, 0 + do) et celle de P(\, o) étant
X*(\, 0), on a, par définition de § (cf. aussi la Fig. C.15),

dos® = X%\ o+do)— X%\ o)
oxe
= d
oo 17

d’ou s* = 0X*/0o, soit la formule (B.186) de ’énoncé.

4 Exemple 1 : Les courbes .Z, sont des droites, d’équation cartésienne = = o. Elles
sont donc paralléles & 1'axe des ordonnées (cf. Fig. C.16). Il s’agit bien de géodésiques
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Yy
o I P B e A=2
I I N A N R A=1
UN
§ |)=0x
1 10 > g

FIGURE C.16 — Géodésiques de I’exemple 1.

car les géodésiques du plan euclidien sont toutes les droites du plan. D’aprés (B.187),
X\, o) =0 et XY(\,0) = A. On déduit alors de (B.185) et (B.186) que u® = (0,1) et
s* = (1,0), c’est-a-dire

@=08, e §=20,
Ces deux vecteurs sont représentés en (A, o) = (0,0) sur la Fig. C.16.

Exemple 2 : Les courbes %, sont des droites, d’équation cartésienne y = z/tano
pour o # 0 et x = 0 pour o = 0. Puisqu’il s’agit de droites, ce sont bien des géodésiques
du plan euclidien, comme pour I'exemple 1. Les droites .Z, se coupent a l'origine des
coordonnées (x,y) (cf. Fig. C.17). En vertu de la discussion de la question 2, il s’agit d'un
point singulier pour les coordonnées (A, o) de ¥ (X = & dans le cas présent). D’aprés
(B.188), X*(\,0) = (1 + A)sino et XY(\,0) = (1 + A) coso. On déduit alors de (B.185)
et (B.186) que

u® = (sino, cos o) et s*=((1+A)coso, —(1+ N)sino),

soit
@ =sinocd,+coscd, et s=(1+X) <cosa§x—sin05y>.

Ces deux vecteurs sont représentés en (A, o) = (0,0), ainsi qu'en (\,0) = (0,7/8) et
(A, 0) = (1,7/4), sur la Fig. C.17.

Exemple 3 : les courbes .Z, sont des courbes de longitude constante (égale & o)
sur la sphére : il s’agit donc de demi-cercles méridiens (cf. Fig. C.18). Comme tous les
grands cercles de la sphére, ces derniers sont bien des géodésiques de (S? g). D’apreés
(B.189), X9(\,0) = m/2 — X et X¥(\,0) = 0. On déduit alors de (B.185) et (B.186) que
u® = (—1,0) et s* = (0,1), c’est-a-dire

—

i=-8 ot §=0,
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Z AN ot B

S
S
I
w|3 '.l
~J]

o

FIGURE C.18 — Géodésiques de I'exemple 3.
Ces deux vecteurs sont représentés en (A, o) = (0,0), ainsi qu’en (A, 0) = (7/6,7/12), sur
la Fig. C.18.

5 D’aprés la loi de dérivation d’une fonction composée, il vient

OF _ of 9X* OF _ 0f 0X”
oX Ozt O\ do Ozt Oo

Les relations (B.185) et (B.186) conduisent alors immédiatement a (B.192).

6 En exprimant la dérivée covariante a l'aide des symboles de Christoffel [Eqs. (4.32)
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et (4.59) du cours|, on obtient

[e%
ous

oz

u'V uy = ut ( + Fawu:)

Or sur X, u¥ = u”. Par ailleurs, en vertu de (B.192),

o _ o
orh O\’

On obtient ainsi la premiére des identités de (B.193). De méme,

ou?
w « nw * « v
sV, uy = s (_fx“ +1 Wu*> ,

avec, d’aprés (B.192),

Suauf _ Ou”
ozt Oo’

ce qui conduit a la deuxiéme des identités de (B.193). Enfin, la derniére identité découle
de 5
SOt
I a _ u * @ v
u'V st =u (896“ +T Ws*>

avec, sur 2, st = s” et

08y _ 08°
ort O\’

Les membres de droite des identités (B.193) ne faisant intervenir ni 4, ni S,, mais
seulement leurs valeurs 4 et § sur X, on conclut que les vecteurs Vg u,, Vzu, et Vg S,
dont les composantes constituent les membres de gauche de (B.193), sont indépendants
du choix des extensions 4, et §,.

7 D’apreés les résultats de la question précédente, les composantes du vecteur Vg ¢ dans

—

la base naturelle (9,) sont

«

« u (e v
u'V,u® = N + I, v
En utilisant (B.185), il vient
PPX oX*oX"
uWVu® = —— + I

ON? moON ON
Or, .Z, étant une géodésique et A un parameétre affine,

X L. 9XFOXY
N MTON on

Cette relation n’est en effet pas autre chose que 'équation des géodésiques [Eq. (2.132)
ou (2.139) du cours|, avec les dérivées totales remplacées par des dérivées partielles car



318

Solutions des problémes

il s’agit de prendre des dérivées le long d’une seule courbe .Z,, donc a o fixé. On a donc
utV ,u® =0, d’ot le résultat (B.194).
Une conséquence immédiate est

Va(ti - @) = 26 - Vg i = 0.

1l

Puisque d’apres (B.192),
Vil ) = (i)

on en déduit que u - U est constant a o fixé, c’est-a-dire le long d’une géodésique .Z,. Les
valeurs pour les exemples de la question 4 sont les suivantes :

e Exemple 1 : puisque 4 = 5y, onau-u=1.

e Exemple 2 : puisque 4 = sin 08, + cos aéy, on a également u - u = 1.

e Exemple 3 : puisque u = —59, onau-u = gy = 1, daprés I'expression (B.190)

des coefficients métriques.

8 On a, en utilisant la derniére des identités (B.193), puis (B.186),

(03 88a o v 62Xa (0% v
u'V st = N + I, uts” = 0o + I, uts”.
De méme, en utilisant la deuxiéme identité de (B.193), puis (B.185), il vient
(6 aua « v 82Xa (0% v
'V u = B + I, s"u” = P + I, s'u”.
Or ‘?j)\% = % et, par symétrie des symboles de Christoffel sur leurs deux derniers

indices, FO‘Wu“s” = I“aws”u“ = I’aws“u”. On en déduit que vV ,s% = s#V u®, soit le

résultat (B.195) de I’énoncé.

Remarque : Il n’est pas trés surprenant de trouver que les vecteurs u et § commutent
car ce sont les vecteurs de la base naturelle associée aux coordonnées (X, o) de la
surface . En effet, leur action sur les champs scalaires de X se réduit a la dérivée
partielle par rapport a X (pour @) ou par rapport ¢ o (pour §), ainsi que le montrent
les identités (B.192) établies a la question 5.

9 En terme du paramétre affine \', I’équation de la géodésique £, s’écrit
= X""N,0)=X*(A\N,0),0) 0<a<n-—1, (C.77)

ot les X'® sont n fonctions R? — R a priori différentes des fonctions X . Dans la deuxiéme
égalité ci-dessus, nous avons exprimé A comme une fonction de X et o en inversant la
relation (B.196) :

AN, o) =X —b(0).

Les composantes du vecteur §”’ s’obtiennent a partir de (B.186) :

oo OXC|_0X°| Al 0X°| 0o
o N )\ , 0o, do |, Oo A,’
S——

u® —db/do s 1
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ou la deuxiéme égalité découle de I'Eq. (C.77) ci-dessus et de la loi de dérivation des

db
-/ —

§'=8—- —1.
o

d

Par conséquent,
db

do
Si les géodésiques sont du genre espace ou temps, alors 4 - © # 0 et il suffit de choisir la
fonction b(o) telle que

-/

u-§'=u-§——u-u.

db -8

do Uu-u

pour assurer u - 8’ = 0.

Remarque : Puisque dans (B.196) le coefficient devant X\ est l'unité, le changement de
parametre A — X ne change pas le vecteur tangent : ' = 4. Il s’agit en fait d’un
simple changement de ['origine du parameétre affine sur chacune des géodésiques
(translation de b(c)). En ajustant la translation suivant [’équation ci-dessus, on
peut rendre le vecteur séparation orthogonal a la géodésique.

10 Puisque V* = u*V 5%, la derniére identité de (B.193) donne

0s®
Ve = X + I, uts”.
Nous allons utiliser cette relation pour calculer V dans chacun des trois exemples de la
question 4.
Exemple 1 : pour les coordonnées cartésiennes (z,y) et la métrique euclidienne,
I, =0, si bien que la formule ci-dessus se réduit a V' = 9s*/d\. Comme s = (1,0)
est constant, on conclut que la vitesse de déviation, et a fortiori I’accélération de déviation,

est partout nulle :

—

V=0 et A=0|

C’est évident graphiquement (cf. Fig. C.16) : la séparation entre les géodésiques est con-
stante, ces derniéres étant paralléles.

Exemple 2 : comme ci-dessus, V* = 0s*/0\. Puisque s* = ((1 + X) cos, —(1 + \)sino),

il vient
Ve = (coso,—sino),
d’ou
- 1
V = S
1+A°
On en déduit ) )
A': a VA — 17)\ S+ —— @ S.
ViV <1+/\)2(V )s—|—1+)\Vs

Or Vah = 2 =1 [cf. Eq. (B.192)] et V3 § V = (1+ A)"'§. On conclut que

A=0|
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Exemple 3 : puisque s* = (0, 1), 9s*/0X = 0 et la formule permettant le calcul de
V@ se réduit a
VE =T uts” = =%,

ou la deuxiéme egalité découle de u* = (—1,0) et s* = (0,1). Comme I, = 0 et
[y, = 1/tan6, on obtient

c’est-a-dire
4 1 = 1
V = — 8 = — S
tanf 7 tan 6 5
On en déduit ) )
A—V, V= 0 5 >
VaV sin? 9<Vu6) 5 tang %%

Or V;0 = V_59¢9 = _V599 = —let V8 = V = —1/tanf 8. Puisque —1/sin*6 +
1/tan?6 = —1, on obtient

A=-5=-8,|

11  On a, en utilisant la relation de commutation (B.195), puis la régle de Leibniz,
A =u'V, (WV,s%) =u'V, (s"V,u®) = u's"V,V,u® + u'V,s" V,u®,
L’identité de Ricci [cf. Eq. (4.99) du cours| permet d’écrire
V,.Vu* =V, V,u® + R%, u’,
si bien que
A% = Ro‘pwupu”s” + s"u'V,V, u* +u'V,s"V,ut.

Or,
uV,V,u® =V, (u'V,u®) = V'V, = =V, u!'V, u,

———
0

ot le 0 traduit I'identité géodésique (B.194). 11 vient donc
A% = R, uful's"—s"V u'V u+ut'V "V, ut = R uPut's"+V u® (uV, st — 87V, ),

v~

0

ot l'on a utilisé une nouvelle fois la relation de commutation (B.195). Au final, il ne reste
que
a __ po p v
A = R", ufuts".
Puisque A% = u*V, (u”V,s%), on a bien établi I’équation de déviation géodésique (B.199).
Remarque : L’équation de déviation géodésique caractérise completement le tenseur de

courbure de Riemann et peut donc étre utilisée pour définir ce dernier, plutét que
la non-commutativité du transport paralléle le long d’une courbe fermée utilisée en

cours (§ 4.3).
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Si lespace (&,g) est plat, autrement dit si Riem = 0, I’équation de déviation
géodésique implique V3 Vg 8 = 0, ou de maniére équivalente,

V.V =0.

Si les géodésiques sont paralléles pour A = 0, c’est-a-dire si ‘7| r=0 = 0, I’équation différen-
tielle du premier ordre ci-dessus implique que V' va rester nul pour tous les A ultérieurs.
Plus précisément, cette équation différentielle s’écrit, en composantes,

ove
O\

Le long de chaque géodésique .Z,, il s’agit d’'une équation différentielle ordinaire en V¢,
du premier ordre et homogeéne, de sorte que V|\—g = 0 implique bien V¢ = 0 pour tout
A > 0. On en conclut que, dans un espace plat, des géodésiques initialement paralléles
restent paralléles. Cela est bien vérifié par les géodésiques de 'exemple 1. Par contre,
les géodésiques de 'exemple 3 sont paralléles pour A = 0 (c’est évident sur la Fig. C.18
et on le vérifie sur I'expression de V obtenue a la question 10 : V=-1 /tand 810 avec
1/tan® — 0 lorsque 6§ — 7/2, c’est-a-dire A — 0), mais ne le sont plus pour A > 0. Elles
se rencontrent méme toutes au pole Nord pour A = 7/2. Cela traduit le fait que la sphére
est un espace courbe : Riem # 0.

= -, Vv

12  Pour le plan euclidien Rzem = 0, si bien que 1’équation de déviation géodésique
implique A = 0. Cest effectivement la valeur de A trouvée dans les exemples 1 et 2.

Pour I'exemple 3, I’équation de déviation géodésique et les valeurs de 4 et § obtenues
a la question 4 conduisent a

A = Riem(., 4,4, 3) = Riem(.,—8y, —y,,) = Riem(., 8y, 8y,8,,),

la derniére équation résultant de la multilinéarité du tenseur de Riemann. Par définition
des composantes d’un tenseur, cette relation peut s’écrire

0 = -
A == R 9990 89 + Rw@@tp 890.

Puisque Ree@ =0et R%G@ = —1, on retrouve bien la valeur obtenue a la question 10 :

A--8,

13  Si les géodésiques %, sont du genre temps, leurs vecteurs tangents sont nécessaire-
ment aussi du genre temps. On a donc u - w < 0. Or nous avons vu a la question 7 que
U - u est constant le long de .Z,. La transformation

A— N i=V—u-u\
est donc un changement de paramétre affine. Le vecteur tangent correspondant est

__ap| _ap

AN | T odh

[

d\ 1 .
- = = u.
dN Y

7
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Il vérifie donc ' - u’ = —1.

Si l'on se raméne au cas u - 4 = —1 par la procédure ci-dessus, alors on peut inter-
préter « comme une 4-vitesse et chaque géodésique %, comme la ligne d’univers d’un
observateur. Le paramétre affine A est alors égal, & un facteur ¢ pres, au temps propre 7
de l'observateur [cf. 'Eq. (2.84) du cours| :

A = cT.

La métrique g étant non dégénérée, 1’espace orthogonal & un vecteur non nul donné
est nécessairement de dimension 4 — 1 = 3. C’est donc la dimension de Egz. Ainsi que
nous 'avons vu en cours (cf. § 2.5.2), Eg s’interpréte comme 'espace local de repos de
I’'observateur de 4-vitesse u.

14 D’aprés I'équation de déviation géodésique (B.199),
i-A= gaguaAﬁ = gaguaR’Bqu’)u“s” = Ropuuulu's”.

Or la propriété d’antisymmeétrie Rapu,, = —R,0uw [Eq. (4. 103) du cours| implique R, u®u’
0. On en déduit donc que 4 - A = 0. Par conséquent A € Ey et I’application K définie
par (B.201) est bien définie. Notons qu’elle s’applique a tout vecteur § € Ez (pas néces-
sairement un vecteur séparation d’une famille de géodésiques). Il s’agit d’une application
linéaire en vertu de la multilinéarité du tenseur de Riemann.

On a, pour tout couple (U, w) € Egz X Eq,

U K(W) = gopv®K° (W) = gagvaRBqupu“w” = Ropu v “uw’utw”.

Or en utilisant successivement les symétries (4.105), (4.102) et (4.103) du tenseur de
Riemann vues en cours, on peut écrire

Rap;w - R,uuap = _R,ul/pa = Rlx,upan
si bien que
U K(W) = Ry puv v’ ufw” = Ry pnw”v’utv® = w - K(vU),

ce qui prouve la symétrie de 'opérateur K.

Si (€a) est une base orthonormale de Tp(&) telle que € = u alors (€;) est une
orthonormale de Ez. On peut donc décomposer tout vecteur ¥ € Eyz comme ¥ = v'é; et
écrire

K (¥) = Riem(.,4,4,v) = Riem(., &, €),v’€;) = v Riem/(., &, €, €;),

ou l'avant-derniére égalité découle de la multilinéarité du tenseur de Riemann. En désig-
nant par 7%, les composantes du tenseur de Riemann dans la base orthonormale (€,)
et non plus dans la base naturelle associée aux coordonnées (%), 'égalité ci-dessus peut
se réécrire comme
N i > i j =
K(v) = v R, € = —R' (;ov" €,
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la deuxieme égalité résultant de ’antisymétrie des deux derniers indices du tenseur de
Riemann. La matrice K*; de K dans la base (€;) é¢tant définie par

K(v) =K',V €,

on en déduit immeédiatement

K')= Rl

J

On a
trK =K', =—R'gp=—R g — R = —R 0
0

Au vu de la définition du tenseur de Ricci [Eq. (4.108) du cours|, on constate que
tr K = —Roo.

Or dans le vide, le tenseur de Ricci est identiquement nul, en vertu de I’équation d’Einstein.
On y a donc tr K = 0.

15 Dans un référentiel inertiel, I’équation du mouvement d’une particule sous 'effet du
seul champ gravitationnel est
d?x’ 0P
a2 Oxt
Puisque z° = X'(t,0), cette équation conduit a 'Eq. (B.203) de I’énoncé.
La définition de s' se traduit par

; 0X'
oo’

S =

Prenons alors la dérivée partielle des équations du mouvement (B.203) par rapport & o :

03X B _ﬂ o)
doot2  do \ ozt )’

Dans le membre de gauche, on peut permuter les dérivées partielles et écrire

PXT PX P

0ot Ot200  Ot2’

Dans le membre de droite, en utilisant le fait que le champ gravitationnel est stationnaire,
ona®=®(z') = ®(X'(t,0)), si bien que

J

T 010w 0o Ordw

0 (0P 0?d 90X 0?P
Jo \ 0x*

En remplacant les membres de gauche et de droite par les expressions ci-dessus, on obtient
I'Eq. (B.204) de I’énoncé. Cette équation correspond au phénoméne de marée. Considérons

par 'exemple le référentiel lié a la particule &y d’indice o = 0. Ce référentiel n’est pas
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. . . . 2 o1 . N 214 .
pas inertiel (du point de vue newtonien) et %{; s'interpréte comme 'accélération d’une

particule proche de &, sous 'effet de la force de marée (par unité de masse)

2
Ozi0m

j-

fie-

16 Le mouvement de particules test dans un champ gravitationnel donné s’effectue
le long de géodésiques. Le mouvement relatif de ces derniéres (déviation) est donné par
A = K(S). En terme des composantes dans la base (€;), cette équation s’écrit, au vu du
résultat de la question 14,

AZ — _RZ OJO 8] .
La propriété (B.206) montre qu’a la limite d’un champ gravitationnel non relativiste,
; 1 0*® ;
2 0x'0xd

Dans cette méme limite, puisque les coordonnées (z') sont cartésiennes, on peut exprimer
les dérivées covariantes le long de w4 qui interviennent dans la définition de A par des
dérivées partielles par rapport a A et obtenir ainsi

st 1 0%s8 1 9%

A= =G 2 or

En combinant avec I'expression ci-dessus de A’ en terme de ®, on retrouve ’équation de
marée newtonienne (B.204).
D’aprées (B.206), on a

3
, 1 0*d 1
Roo = R" :Rl-z—g = —AD.
00 op0 0:0 02 p a(l’7’>2 02
En combinant avec le résultat tr K = — Ry obtenu a la question 14, il vient
1
c

On en déduit qu’a la limite non relativiste, la condition de trace nulle de 'opérateur K
dans le vide se réduit a
Ad = 0.

On retrouve ainsi que le fait que dans les régions vides de matiére, le potentiel gravita-
tionnel vérifie I’équation de Laplace.

Localement (en un point), on peut toujours effacer l'effet du champ gravitationnel
en se placant dans un référentiel Ry en chute libre. L’origine du référentiel suit alors
une géodésique de l'espace-temps. Par contre, dés qu’'on s’écarte de l'origine, le champ
gravitationnel se fait sentir par la déviation des géodésiques. Physiquement cela signifie
que si 'on considére des particules en chute libre au voisinage de 'origine du référentiel
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Ry, leur distance a l'origine varie dans le temps : certaines vont s’é¢loigner alors que
d’autres vont se rapprocher (elles ne peuvent pas toutes s’éloigner ou toutes se rapprocher
car 'opérateur de déviation K est de trace nulle, ce qui signifie que ses valeurs propres
ne peuvent pas avoir toutes le méme signe). Il s’agit du phénomeéne de marée qui est
I’empreinte fondamentale du champ gravitationnel et qui, mathématiquement, correspond
a la courbure de I'espace-temps, via ’équation de déviation géodésique.
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Codes Sage
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D.1 Introduction

Sage est un logiciel de mathématiques capable, entre autre, de réaliser des calculs
formels. Il s’agit d’un logiciel libre, téléchargeable depuis I'URL

http://sagemath.org/

Cf. le livre récent |17].

Dans cette annexe, nous décrivons un code Sage pour calculer le tenseur de Riemann
de différentes métriques et former l’équation d’Einstein. Le fichier Sage correspondant
(feuille de calcul ou worksheet) peut étre téléchargé depuis la page du cours :

http://www.luth.obspm.fr/“luthier/gourgoulhon/fr/master/relat.html

Par ailleurs, une extension de Sage vers la géométrie différentielle et le calcul tensoriel est
en cours de développement ; il s’agit du projet SageManifolds :

http://sagemanifolds.obspm.fr/

On trouvera en particulier sur la page http://sagemanifolds.obspm.fr/examples.
html des feuilles de calculs relatives a la métrique de Kerr et aux espaces de de Sitter et
d’anti-de Sitter.


http://sagemath.org/
http://www.luth.obspm.fr/~luthier/gourgoulhon/fr/master/relat.html
http://sagemanifolds.obspm.fr/
http://sagemanifolds.obspm.fr/examples.html
http://sagemanifolds.obspm.fr/examples.html
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D.2 Tenseur de Riemann et équation d’Einstein

D.2.1 Définir les paramétres du calcul
Variété, coordonnées et tenseur métrique

Il s’agit dans un premier temps de choisir la dimension n de la variété, de fixer un
systéme de coordonnées (z*) et de définir le tenseur métrique par ses composantes gos
dans ce systéme de coordonnées.

Voici quelques examples :

Sphére §? :

n=2;

var(’th’, latex_name="\\theta"); var(’ph’, latex_name="\\phi") ;
x = [th, ph] ; # spherical coordinates (theta, phi)

var(’r’) ; # sphere radius

g = matrix( [[r~2,0], [0, (r*sin(th))~2]1] )

Espace euclidien R? :

n=3;

var(’r’); var(’th’, latex_name="\\theta"); var(’ph’, latex_name="\\phi") ;
x = [r, th, ph] ; # spherical coordinates (r, theta, phi)

g = matrix( [[1,0,0],[0,r~2,0],[0,0, (r*sin(th))~2]1] )

Hypersphére S* :

n=3;

var(’ch’, latex_name="\\chi"); var(’th’, latex_name="\\theta");
var(’ph’, latex_name="\\phi") ;

x = [ch, th, ph] ; # coordinates (chi, theta, phi)

g = matrix( [[1,0,0], [0, (sin(ch))~2,0],[0,0, (sin(ch)*sin(th))~2]1] )

Espace hyperbolique H? :

n=3;

var(’ro’, latex_name="\\rho"); var(’th’, latex_name="\\theta");

var(’ph’, latex_name="\\phi") ;

x = [ro, th, ph] ; # coordinates (rho, theta, phi)

var(’b’) ; # constant scale factor

g = matrix( [[b~2,0,0], [0, (b*sinh(ro))~2,0], [0,0, (b*sinh(ro)*sin(th))~2]] )

Espace-temps de Friedmann-Lemaitre :

n=4,;
var(’t, r’) ; var(’th’, latex_name="\\theta"); var(’ph’, latex_name="\\phi") ;
x = [t, r, th, ph] ; # coordinates (t, r, theta, phi)
var(’K’) ; # curvature parameter of the t = const hypersurfaces
a = function(’a’, t) ; # scale factor a(t)
g = matrix( [[-1,0,0,0], [0,a~2/(1-K*r~2), 0, 0], [0, O, (a*xr)~2, 0], \
[0, 0, 0, (a*r*sin(th))~2 11 )
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Espace-temps de Schwarzschild :
n=4,;
var(’t, r’) ; var(’th’, latex_name="\\theta"); var(’ph’, latex_name="\\phi") ;
x = [t, r, th, ph] ; # Schwarzschild coordinates (t, r, theta, phi)
var(’m’) ; # mass parameter
g = matriX( [[_(1—2*m/r) ,0,0,0] N [O, 1/(1_2*m/r) ) O’ O] s [O’ 0, rﬁ2: O] s \
[0, 0, 0, (r*sin(th))~2 11 )
Espace-temps de Kerr :
n=4,;
var(’t, r’) ; var(’th’, latex_name="\\theta"); var(’ph’, latex_name="\\phi") ;
x = [t, r, th, ph] ; # Boyer-Lindquist coordinates (t, r, theta, phi)
var(’m, a’) ; # mass and angular momentum parameter
rho2 = r~2 + (ax*cos(th))"2 ;
Delta = r"2 - 2*m*r + a~2 ;
g = matrix( [[-(1-2*m*r/rho2),0,0,-2*a*m*r*(sin(th))~2/rho2], [0,rho2/Delta, 0, 0], \
[0, 0, rho2, 0], [-2*a*m*r*(sin(th))~2/rho2, 0, 0, \
(r-2+a~2+2*xm*r* (a*xsin(th))~2/rho2) *(sin(th))~2 1] )
Tenseur énergie-impulsion
Par exemple :
e Vide :
Tener = zero_matrix(ZZ, n)
e Fluide parfait pour un modéle cosmologique de Friedmann-Lemaitre :
var (’rho, p’) ;
Tener = matrix( [[rho, O, O, 0], [0, p*a~2 / (1-K*r~2), 0, 0], \
[0, 0, px(a*xr)~2, 0], [0, O, O, px(a*r*sin(th))~21] )
Constante cosmologique
Pour avoir A # 0 ou A = 0, on définit respectivement
with_lambda = True
ou bien
with_lambda = False
D.2.2 Calcul du tenseur de Riemann
On commence par caculer la métrique inverse et les symboles de Christoffel suivant la
formule (2.130) :
ginv0 = g.inverse() ;
ginv = matrix( [[ginvO[i,j].simplify_full() for j in range(n)] for i in range(n)] )
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Chr0 = [[[ sum( ginv[i]l[11/2 * ( diff(gl1l][k],x[j1) + diff(gljl[1],x[k]) \
- diff(gl[j1[k],x[1]) ) for 1 in range(n) ) for k in range(n) ] \
for j in range(n) ] for i in range(n) ] ;

Chr = [[[ ChrO[i][j][k].simplify_full() for k in range(n) ] for j in range(n) ] \
for i in range(n) 1]

Le tenseur de Riemann s’obtient alors via la formule (4.98) :

RiemO = [[[[ diff(Chr[i][j][1],x[k]) - diff(Chr[i][j][k],x[1]) \

+ sum( Chr([i] [m] [k] * Chr[m][j1[1] - Chr[il[m][1] * Chr[m][j][k] for m in range(n) ) \

for 1 in range(n) ] for k in range(n) ] for j in range(n) ] for i in range(n) ]

Riem = [[[[ RiemO[i] [j][k][1].simplify_full() for 1 in range(n) ] for k in range(n) ] \
for j in range(n) ] for i in range(n) ]

Le tenseur de Ricci est donné par la formule (4.108) :

RicO = [[ sum( Riem[k] [i] [k] [j] for k in range(n) ) for j in range(n) ] \
for i in range(n) 1]

Ric = matrix( [[ RicO[i][j].simplify_full() for j in range(n) 1 \
for i in range(n) ] )

A partir du tenseur de Ricci, on obtient le scalaire de courbure via (4.111) :

Rscal0 = sum( sum( ginv[i][j] * Ric[i]l[j] for j in range(n) ) for i in range(n) )
Rscal = RscalO.simplify_full()

D.2.3 Equation d’Einstein

On peut a présent former I’équation d’Einstein :

var(’Lamb’, latex_name="\Lambda") ;

if with_lambda :
Lambda = Lamb

else :
Lambda = 0O

var(’G?) ;

Einst0 = Ric + (Lambda - Rscal/2) * g - 8*pi*G * Tener ;

Einst = matrix( [[ EinstO[i] [j].simplify_full() for j in range(n) ] \
for i in range(n) ] )
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